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SUR LA REPRÉSENTATION DES SOLUTIONS D'UNE ÉQUATION 
LINÉAIRE AUX DIFFERENCES FINIES POUR LES 
GRANDES VALEURS DE LA VARIABLE. 

PaR 
H. GALBRUN 


à Panis. 
Les solutions de l'équation différentielle linéaire: 
1 


d'à d?»— / 
0 y sien ML Pup; 
da" dau ; 
où les coefficients P sont des polynomes en x, sont irrégulières au voisinage du 


point à l'infini quand le degré des polynomes P dans la suite: 
D Ab ee dd 


ne va pas constamment en décroissant. M. Poincaré! a établi qu'elles pou- 
vaient alors étre représentées asymptotiquement par des séries en général diver- 
gentes de la forme: 

a a 

S = ea |a Sas OUBLIE E «] 

a d 
où Q est un polynome entier en x; autrement dit, si l'on désigne par y une de 
ces solutions, le point a s'éloignant à l'infini dans une direction déterminée, on 
peut en général former une série S telle que l'on ait, n étant un nombre entier 


positif choisi arbitrairement: 


a a é 
yi= e9 y La, xls 2 ak re |] 
x ; X 


! Acta Mathematica, Tome 8, 1886: Sur les intégrales irrégulières des équations linéaires. 
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e tendant vers o. Cette égalité n'est d’ailleurs vérifiée que dans un certain angle 
et les différentes séries S se permutent entre elles pour représenter une méme 
fonction y quand on fait varier l’argument avec lequel x devient infini; le plan 
est ainsi divisé par des rayons issus de l'origine en plusieurs régions dans cha- 
cune desquelles la fonction y est représentée asymptotiquement par une série 
différente. 

De méme la fonction 7'(x), solution de l'équation aux différences finies 
linéaire 

f(x --1)—xf(x)—o 


est représentée asymptotiquement par une série déduite de la série de STIRLING; 
cette derniére s'écrit: ; 
I «Bur Jo PE (— 1)" Bazı I 


|] be e+ i ben a = Teu erp NS 


LT (x) =|a— 2 ; == 
s jg EA (2n+1)(2n+2) a2" 


et l'on montre que si S, désigne la somme des premiers termes jusque et y 


4 : : 3 I : 
compris celui qui contient dna, en facteur, l'expression 
72 


gent [LL I (x) = Sn] > 


tend vers o quand x s'éloigne à l'infini avec un argument compris entre — ;r + 7 
et ;— y, » étant un nombre positif aussi petit que l'on veut; on peut done 


former une série divergente telle que l'on ait: 


1 
L(x)—Vama 2e E E Sa 2) 2 | 


x aq x” 


e tendant vers o, quand x s’eloigne à l'infini avec un argument appartenant au 
méme intervalle. i 

Il a dés lors paru intéressant d'entreprendre sur les équations aux diffé- 
rences finies linéaires, dont les coefficients sont des polynomes, une étude ana- 
logue à celle qui fut faite sur les équations différentielles du méme genre et de 
chercher à former des séries représentant asymptotiquement leurs solutions au 
voisinage de l'infini. Tel est l'objet de ce travail qui fera ressortir une nouvelle 
fois les analogies déjà souvent signalées entre les deux catégories d'équations. 


On sait que la recherche des solutions de l'équation aux différences finies: 


I) Af (x +r) + A,f(v - r—1) +: + 4,f(x) = 0, 
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où A,, 4,,... A, sont des polynomes en x, se ramène au moyen de la trans- 
formation 

B 
2) f (x) y^ ply) dy, : 


a 


à l'étude des solutions de l'équation différentielle 


da— (f 


dq 


d 
> 7H 
3) 4 0 dy? 


+ yt B +---+ B;p=0, 

dont les coefficients B sont des polynomes en y. Les solutions de l'équation 3) 
admettent pour points singuliers les racines du polynome P,, l'origine et le point 
à l'infini. 

Je considère un contour L contenant à son intérieur un des points «, 
racines du polynome 5B, et laissant à son extérieur tous les autres points sin- 
guliers des solutions de l'équation differentielle 3) et un contour L, qui laisse à 
son extérieur tous les points singuliers de ces mémes solutions sauf l'origine; 


Je forme des solutions f (x) de l'équation aux différences finies définies par l'égalité 


f(x) = y® 1 p(y) dy — fy (Kv, + kv, +--+ + kgvq) dy. 


L Lo 


La fonction p(y) est une solution de 3) admettant le point « pour point 
singulier; les fonctions v forment un systéme de solutions indépendantes de cette 
même équation et les coefficients k sont des fonctions de x convenablement 
choisies. Ces solutions f(x) de l'équation aux différences finies sont des fonctions 
méromorphes de z, définies dans tout le plan et dont je détermine les póles 
avec leur ordre de multiplicité. 

Dans le cas où les solutions de 3) sont régulières en «, on peut ainsi former 
au moyen des contours L et L, autant de solutions de l'équation 1) que l'équa- 
tion déterminante relative à ce point admet de racines en général non entiéres, 
en prenant pour p(y) les solutions de 3) correspondantes obtenues par la méthode 
de M. Fucus. C’est dans cette hypothèse que j'ai formé les développements 
asymptotiques des solutions f(x). 

Supposant que le point x s'éloigne à l'infini en restant constamment à droite 
de l'axe des ordonnées, je forme des séries asymptotiques de la forme 


ae a, An 
| LEO on Free ee yee |» 
q^ p 
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qui représentent les fonctions f(a) correspondant à chacun des points «, racines 
de B,, situés à distance finie et au voisinage desquels les solutions de 3) sont 
régulières. 

Quand les solutions de 3) sont régulières au voisinage de toutes les racines 
finies du polynome B,, ces séries se permutent entre elles, pour représenter les 
fonctions f(x) correspondant aux différents point «, le point x s'éloignant à 
l'infini avec un argument quelconque. 

Les différentes fonctions f(x) correspondant aux points « au voisinage 
desquels les solutions de 3) sont réguliéres sont des solutions indépendantes de 
l'équation aux différences finies, autrement dit, elles ne peuvent satisfaire identi- 
quement à aucune relation de la forme 


T (a) f (ae) E s (a) fa (oo) EP (x) (25) 0; 


où les T' sont des fonctions périodiques admettant pour période l'unité. 


I. Formation des solutions de l'équation aux différences finies. 
Soit l'équation aux différences finies linéaire d'ordre r 
1) F[f(z)]=A,f(a+r)+A,flat+r—r1)+---+ 4,f(x)=0, 


où f(x) est une fonction inconnue de la variable x et où A,, A,,... A, sont des 
polynomes en x de degré g. Je désigne par le symbole [x + k]? Je produit de 
p facteurs 

(c+kh)(w@tk+1)...(a+k+p—1), 


ou k et p sont deux entiers positifs, en convenant que 
[a ie] — 
Les polynomes A peuvent se mettre sous la forme: 
A, — do,o [x + rf + aoi [e+ FI + --- + aq[e+ TJ", 


A, — "0 [x t r— 21] + aa [oe ral porn 
Ap= Ap,0 [x Ar = pl ar Gp,1 [a +r— pl! peur Gp, q [ge Aem pP. 


Ar a0 El a, [es er Lele 
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Je cherche à satisfaire à l'équation 1) au moyen de la fonction: 
B 
2) fi) — | y^ ply) dy. 
“a 
On a: 
R / dp yztp 1 
ax + kyfia+k)= | p ly. 
[a l J (a F ) q (y) dy? ay 
a 
En faisant usage de l'intégration par parties, il vient: 
d? (q d»—! y? tp-l dq dp- 2 ya+krp- 1 
gene apre gether) dap |g —— 7 ver PU E 
er (+) - Cx | y dieu ds dy + 
a c 8 
^ Ip 
ed yetk+p—l : 
el dye ! | 


a 


Le premier membre de l'équation aux différences finies devient ainsi: 


B 
Fif(a))— | [ye B, 79 ya p, 09 +... + B, | yea + M Ip(] — M [o (2)] 
¢ oda Y ay * f y + 44 (Pp I LP (ct) J, 
Yo 
en posant 
By = (— x)? [ao,0y" + &1,0 9^ + --* + 850]; 
B, — (— x)t- [aor y” + may +: + 854], 
Bent) odo Jedi yt tern], 
Bo = Gey + 015699 + - + Gres 
et 
dc __dpdi?C di | 
M ) = 0 is EURE 7 Cc! 
FE dyt dy dyt ? : nib dyaıı * 
—9 aut on 
LAC Ud Ci cre P 


dyt dy dysz-3 
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avec 


C, = (— 1) y**1 B,, 


Q, = (— xe ete? B,, 


Co = — UE Bo 0 
Si l’on choisit pour p(y) une solution de l'équation différentielle linéaire 


dep di q 


3 4B ge 
3) y BU PTE 


+--+ B;p—=0, 
on a donc 


F [f(2)] = M [p(3)]— M [y («)). 


Les points singuliers des solutions de l'équation 3) sont l'origine, le point à 
l'infini et les points « racines du polynome B,. 


Si l'équation. fondamentale relative à l'origine admet les q racines simples 


CUTS 1095021061007; 
on peut former q solutions indépendantes de l'équation 3), 
Di User Das 


qui, par une rotation dans le sens directe autour de l'origine le long d'un contour 
laissant tous les points « à son extérieur, deviennent: 


DOCS 


D — WU, 


Ug — (Yq Lu t 


Si l'équation fondamentale admet des racines multiples, on peut former q 
solutions indépendantes v,, v,,... v, qui se répartissent en autant de groupes, 
qu'il y a de racines distinctes et les / solutions v,, v,,... v; du groupe corres- 


\ 


pondant à la racine c, d'ordre de multiplicité / deviennent par une rotation 
autour de lorigine 
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[ 9, — UV, 


Vo = (02,1 0, + (45; 


| 9; -—(0;17,,4- O72 Vz + + (97; 


Vj = (117, + W,2%4+ + QU. 


Dans le premier cas, à la fonction v; on peut faire correspondre une solution 
V; de l'équation 3) 


qui, par une rotation dans le sens direct autour de l'origine, devient V; tel que 
4) eue yt. 
Il suffit de prendre pour la valeur de la constante ;; 


1] 


I 
VS ues inc =, 
WET 
Dans le second cas la solution V; de l'équation 3) 


7 — n = lu 4 - soie ts Ass o . 
V; = 5,10, + Yj,2V2 + F iU 


satisfait à la méme relation 4), si les constantes 7ji, yj»,... 7j; sont la solution 
du systéme 





( (e t — 1) jx 021752 + 0931753 ++ j5;— 0, 
| (our) 52V M 082753 T 7 + 105275; 0, 
II | MEM 
| (e, u — 1) 75,51 + 4 0j, jjj = 0, 
(ou — 1) 94,5 S34 


dans lequel 


u — eism. 


Ce systéme admet d'ailleurs toujours une solution, sauf pour les valeurs 
isolées de v satisfaisant à la relation 


wett — [ — 0. 
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Par une rotation autour de l'origine la quantité 
m yyz+k Ar a 
dnm gae m UN 
dip dam 


où k est entier, devient 


dr DERI dr Vj 
I: > 
d ae d 72 


e? ine 


et l'on a 
M|Y;ty)l — M (Vj ()] = M [v; (y). 


Soit L, un contour fermé partant d'un point a du plan pour y revenir, 
comprenant à son intérieur l'origine et laissant à son extérieur les points «; en 
posant 

Tir, = | VE [¢, A li C2 Vig Meme Ca Val dy, 
Lo 
Ci, as... Cg étant des constantes par rapport aux deux variables x et y, on a 


F [I] M [eo (a) + cv, (a) +--+ + co (a)]. 


Soit un contour L partant du même point a pour y revenir et comprenant 
à son intérieur un ou plusieurs points «, mais laissant à son extérieur l'origine; 
une solution y(y) de l'équation différentielle devient y (y) par une rotation de 
la variable le long de ce contour; en posant 


IL, = | y^ q(y)dy, 
J£ 


on a la relation 
F Us] — M (2) — (al. 
Mais la fonction 
w= q(y) — Gy), 


est solution de l'équation différentielle; au voisinage du point a, elle s'exprime 
linéairement en fonction de v,, v,,... v4; les constantes ¢ peuvent être choisies de 


telle sorte qu'au voisinage de « la relation 


5) W = C,V, + CV + 77: À Ca Va 


Sur la représentation des solutions d'une équation linéaire aux différences finies. 9 
soit identiquement satisfaite; il en résulte que 
Ha ali", 
c’est à dire que la fonction 


Ten — aote 


est une solution de l'équation aux différences finies; la valeur de cette fonction, 
d'aprés la méthode méme qui a servi à la former, est indépendante de la posi- 
tion du point a et de la forme des contours L et L,, pourvu que dans leurs 
déformations, ces derniers ne traversent jamais aucun point singulier des solutions 
de l'équation différentielle. 

Dans ce qui suivra, je prendrai pour contour L, un contour L; ne com- 
prenant à son intérieur qu'un seul point «, le point a par exemple; de plus je 
supposerai qu'au voisinage du point c; les solutions de l'équation différentielle 
3) sont toutes régulières. 

Cette dernière condition est remplie, si «; est une racine simple du polynome 


B 5 les racines de lé uation déterminante relative à ce oint sont alors 
0 
(005; 3er Fc cR OB g25 A 


et lon choisit pour la solution q;, correspondant à la racine en général non 
entière 4;, qui s'écrit 

ij 
6) «5 y) = (y — 0G)? v5 (y), 


la fonction 4; étant holomorphe en a;. 
A chaque racine simple du polynome B, correspond ainsi une solution f; (x) 
de l'équation aux différences finies 


7) f(x) = te pj ly) dy — ar [e, V, + €, V, 9 --- + coVoldy, 
Y y 


les constantes c étant les coefficients des fonctions v dans le second membre de 
la relation 5), qui devient ici 


5) (T5 — 1) pj (y) = ev, Cv, +... + Cg Vg. 


Passons aux cas particuliers. Nous supposerons d'abord que 4; est entier 
positif ou négatif et que la fonction q;(y) contient un logarithme 


8) qj (y) = (y — egy? [bia + Ugo L(y — «j)]; 
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les fonctions / sont holomorphes en cj; la fonction f;(x) est toujours définie par 
la relation 7) dans laquelle c,, c,,... cg sont déterminés de facon que l'égalité 5) 
soit satisfaite. 

Si À; est entier négatif et si 9;(y) ne contient pas de logarithme, le point o; 
est un pôle d'ordre k de la fonction g;(y) 


je. 


On en conclut que F[/7| est nul et la fonction fj(x) est définie par la formule: 


9) fj) = | v? ein dy. 
Lj 


Mais au voisinage de «;, la fonction W;(y) se développe en série entière: 
W; (y) = a, + ay — aj) +: + On (y — e) tn. 
Il en est de méme de la fonction y*-!, 


Yet Cage E RTS > 
J 


=) 


ej 210052 


et l'intégrale définissant f(x) est égale au résidu 


. a4. (x—21)(z—2)---(x—k- x) 
dug dud ID : E ai —— 


(<— 1) (2 — 2) --- (€ —k+2) 


(Ko! a ui s aa] 


+ a, 

La fonction f;(x) est le produit de l'exponentielle «= par un polynome de 
degré k— 1. 

Si 4; est entier positif et si yj(y) ne contient pas de logarithme, l'intégrale 

Ir, est nulle; l'expression de f;(x) est illusoire: mais on sait que 4; est alors 


supérieur à q — 1; il en résulte que 
M [q5(a5)] — 0. 


On remplace alors le contour L; par un contour partant du point a pour 
aboutir en cj; la fonction f;(x) est alors définie par la formule 
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a 


SL 


10) fj (x) = | y^ p(y) dy + | y= [e, V, + e, V4 +... + co Voldy, 


d 
a Lo 


dans laquelle les coefficients c sont choisis, de telle sorte qu'au voisinage du 


point a, l'on ait 


(Pj (y) = CU + CU +: + Cqug. 


J'examinerai encore le cas où cj étant une racine multiple de B,, les solu- 
tions de l'équation différentielle restent encore régulières au voisinage de ce 
point. Si B, admet la racine a; avec l'ordre de multiplicité p, l'équation déter- 
minante admet les racines 


ORTE 2 Ae etai DIL, 


et p autres racines 4j1, Àj», ... 4j, en général non entières; ces p racines se répar- 
tissent en groupes tels que les racines d'un méme groupe différent d'un entier 
positif, négatif ou nul; à chaque groupe correspond un groupe de solutions de 
l'équation différentielle de la forme 


Pa (y — aj)?! ud, 


UE vU Duro ye), 


= (y — ey?! [pt + YF, L(y — e + d EE ( — «nr. 

Les racines A;1,... 4j; du groupe sont rangées dans un ordre tel que leur 
partie réelle n'aille jamais en croissant, quand on passe de /;; à 4,1: les fonctions 
V sont holomorphes en «;. 

A chaque fonction y; de ce genre, la formule 7) et légalité 5) font corres- 
pondre une solution f;(r) de l'équation aux différences finies. 

Au lieu de se servir du contour Z, entourant l'origine et laissant à son 
extérieur tous les points «, on aurait pu former d'autres solutions g (x) de l'équa- 
tion aux différences finies en se servant du contour L, comprenant à son in- 
térieur l’origine et tous les points «; aux fonctions v, il conviendrait alors de 


substituer les fonctions w,,w,,...w,, qui, par une rotation dans le sens direct 


le long du contour L,, deviennent w,, w,,.. wg, satisfaisant à un système ana- 
logue au systéme 1; au moyen des fonctions w l'on formerait des fonctions W, 
analogues aux fonctions V et la solution g;(x) serait définie par la formule: 
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12) JE | y*- pj;(y) dy — | ^ [c, W, 4- c, W, 4- --- c, W,]dy, 
e 


et l'égalité 
13) Qu = C,W, + GW + coc + Co Wa. 


Sur les deux contours L, et L, on aurait pu prendre les intégrales en 
sens inverse, au lieu de les prendre en sens direct; aux fonctions v et w l'on 
substituerait alors des fonctions v' et w' devenant par une rotation en sens 
inverse v' et w' qui satisfont à des relations analogues à celle du systeme I; 
dans les équations II déterminant les constantes y, il faudrait remplacer eiiam 
par e-?i77; on verra d'ailleurs plus loin, que les fonctions ainsi formées ne sont 
pas distinctes de celles que l'on a obtenues en prenant les intégrales en sens 
direct. 

En résumé la méthode fait eorrespondre à chaque racine d'ordre de multi- 
plicité p, non nulle du polynome B,, au voisinage de laquelle les solutions de 
l'équation différentielle 3) sont réguliéres, p solutions f et p solutions g de l'équa- 
tion aux différences finies. Si les solutions de l'équation 3) sont régulières au 
voisinage de toutes les racines non nulles du polynome B,, le nombre des solu- 
tions de chaque groupe f et g est égal à celui de ces racines. Le polynome B, 
est en général de degré r et n'admet pas de racines nulles; dans ces conditions 
le nombre des solutions de chaque groupe f et g est égal à l'ordre r de l'équation 
aux différences finies; si le polynome B, est de degré inférieur à r, ou s'il 
admet des racines nulles, le nombre des solutions de chaque groupe est in- 


férieur à r. 


IT. Quelques propriétés des fonctions f et g solutions de l'équation 
aux différences finies. 


Supposons d'abord que l'équation fondamentale relative à l'origine n'admette 
que des racines simples w,,@,,...1,...@g; d'après les résultats du chapitre 
précédent on a: 


U1 
CC 2 I 


V; 


WI e? 


et la formule 7) définissant f;(x) s’écrit: 
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, [rer Ci w^ ; 
fix) = | y= pj (y) dy —- E Bine | y* la, (y) dy * -- 
L; Lo 
14) ; N 
A il NOS q Any 
WI e2irxx I | 9 u (y) d y (Ug gains ..i y* Ug (y) d vl. 
(S In 


Or toute intégrale de la forme 


eae zly)dy 


L 


prise le long d’un contour L situé entièrement à distance finie, ne passant pas 
par l’origine et sur lequel x (y) reste fini, est une fonction holomorphe de x dans 
tout le plan. 

Les seules singularités de la fonction f;(x) ne peuvent donc être que des 


póles simples, racines des dénominateurs 


wreriTz — y —0, 
En posant 


(Ql = eia 


ces points racines sont donnés par les formules 


q—— 8. +m, 

C= — Bm; 
15) 

L=— fr + M, 

T—= — 54 + M, 


où m est entier positif, négatif ou nul. 
Comme les racines de l'équation fondamentale sont toutes distinctes on a 


3 
vi — y" (y); 


la fonction V; est uniforme au voisinage de l'origine; elle peut se mettre sous la 
forme, soit d'une somme de deux séries dont l'une est ordonnée par rapport aux 
puissances croissantes et l'autre par rapport aux puissances décroissantes de la 
variable, si la solution v; est irréguliére, soit d'une seule série ordonnée par rap- 
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port aux puissances croissantes, si cette solution est régulière; dans ce dernier 
cas en prenant pour f la racine de l'équation déterminante relative à l'origine la 
série /; ne contient que des puissances positives de y et commence par un terme 
constant non nul. 

Le terme indépendant de x dans le développement de la fonction 


z—1+3 
ly ‘ur(y)dy 
Jn 
au voisinage du point — 9; 4 m, suivant les puissances croissantes de x + 9; —m, 


est 


» 


| y" Wily) dy. 

L 
Si la fonction v; est irrégulière à l'origine, cette intégrale n'est pas nulle en général 
quand m est entier positif, négatif ou nul. Si la fonction v; est régulière à l'ori- 
gine, l'intégrale est nulle pour les valeurs de m entières positives; elle est diffé- 
rente de o, quand m est entier, négatif ou nul. Dans le premier cas la fonction 


f(x) admet pour pôles tous les points 
q——Bj4m: 


Dans le second elle n'admet pour póles que les points donnés par cette formule 
pour m entier négatif ou nul. 

Examinons le cas oü l'équation fondamentale relative à l'origine admet des 
racines multiples; les fonctions v appartenant au groupe correspondant à la racine 
«€, d'ordre de multiplicité 7 satisfont aux relations I du chapitre précédeut; la 


fonction V; est définie par la formule 
Ji 
Vj—yi*ckyner?Yooee t ys. 


les coefficients y étant des fonctions de x, solutions du système II. Dans ce cas 
encore les seuls singularités de la fonction /;(x) ne peuvent être que des pôles 
racines des équations 


(OR it r—0 


où w, est une racine de l'équation fondamentale. Pour vérifier si toutes ces racines 
sont bien des pôles de f;(x), je vais établir une expression nouvelle des fonc- 
tions V. 

Les fonctions v peuvent se mettre sous la forme: 


on 
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V, — U1, 


| 
Ul | Ta = Wei + Uso Ly 


SU unt ese. 


Les fonctions V sont de la forme 


icc aun) 
les y étant uniformes au voisinage de l'origine. 
Les fonctions v et les constantes w du système I sont liées par les relations: 
RCA EL ct gg Wea 1 — 
=, 2070 Vy.» + --- + (24m) 1 Uy g +... + (27x) y; ;], 


(j,2 Us,2 Eee: + cj, 5-1 Vj—3,2 = € [217 C$ Yj,a + ++ + (2i y CL, Wy, ;], 


IV 2 wi Vj—g,j-g + °° + 0,1 Uj—1,j-g = 


: j—g—1 Eg dg : 
= w, | 210 C, [eon ee ais) C T 
| nl jog LL jog À wlan) s vU ds 
em Uer ar LAIT Se : 3 NE a) 
(Wj, j—2 U oa (Wr W152 = (Ui [2 [ET] Ci V; ia + (2 iz) Cia v; |] x 
es Je 5 qum v2 
| Cj, j—1 Uj,j1 = 217 €, oan HE 


en désignant par op le nombre des combinaisons de j objets pris g à g. 


D'autre part en posant 


Mm Vi.g 
J 
(59 7 UU — I 
et 
LL (I; 
(DN EE 
OU 
le système II devient IT, 
[ wl, + o! y. Tec l. AN pe 
DEN 0172 (05:133 0; 
I I I - 
VRP: + 02735 = 0, 
ilt . 
VASE E Ts NE 
KIT OF 5G 75,5 Os 
apie  — 
| VIT. 
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Or on a évidemment 


d’où 
y^ 1V, = KW, 


en posant 


- yo} 
K=—— 
(0j 40 — X 
De méme on a: 
p I u (02,1 J 
Ns eer | RE 
OUT COURT 
d'où 
(Lae Wo ^h Woo Ly 
2 Er 29 T IL cs GEN Té x ^ x 

(vw, u—1. [oy ED 


En vertu de la relation 
tuo. Via = 217 (4 Ve, 


cette égalité peut s’écrire 





d Wy 1 y=} yt Là 207 w, u 97 
u 1 — es DR + We 9 hes Ye y, - i5 


Bl I (4 — 1 (a, — x): 
ou 
dK 
34,7—1 V. = Vo: K DER 
y mal fetu dx | 
D'une facon générale, je dis que l'on a | | 
jugo ss p arty DE CUR d 
16) UE sec WK + Uo zm Els T; dxi-! 


Cette égalité étant vrai pour V, et V,, j'admets qu'elle est vérifiée pour 
V.,...Vj et je démontre qu'elle est encore vraie pour V;. En se reportant 


au système Il', on voit que l'on a les relations de récurrence V: 
| 
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[^ YER: 


I I TR t 
1532 — 05,17 51,51 » 
V rre emt [oe oS eerie eee ME AY 
/jj—27 — 05,417 j-1,j-2 — 0 j,j—2 Y j—2,—2» 
Hines — "EM y. . pe UE len > rcm Des ul. . 
y/4j—g— Qj, j—1 Ÿ j—1,j—g (0 j, j—2 7 j—2,j—g Qj, j—L 7 j—9,3—g : 


La relation 16) s'écrit, 


yeh) = dK di K 
TOI) = 22:301 Ya 9339] — Uii K Vo 7 Pa rae cr ig vmm 
qu —1 da da 





Si l'on remplace dans le premier membre les fonctions v par leurs valeurs 
tirées de III et si l'on égale ensuite les coefficients des mêmes puissances de Ly 


SUNT. dac T I 
dans les deux membres de 16’), il vient en désignant par M la quantité -- 
(ALT 





dM dM 
E V3 Dia + Vie War + c Y Ua = (eu — 1) [2 i24 lg te | 


iM 
75,2 W204 + yj Was = (o, u — 1) je: bis = ade: 


! H . — 
223-9/05-54-9 c 9 15,4 9933-9 = 





Wr j—g41- dx — 


= (w, u — x) [Ex Ie gu pou Vi; qur al 


j—2 
Ya Vj = O1 (ew, u — 1) yj 


Il s'agit de démontrer que ces relations sont bien vérifiées; prenons celle 
d'entre elles dont le premier terme est 7; ,/; 4; , et remplacons y les lettres 
y par leurs valeurs tirées de V; on a 


EM SER No A ee t - ; RE: His 
Ong pgs Vj 94-2 sa Vj-grhj-g + coh Ya 151 ins] 


i 
1:05.59] 19 155 Vig, jg + Vasen V j-g41i-9 + + Yi, 
uiuo Mn YE a rtu 


17) 


! ^ Us H . - = I . . . 

+ 05 j-g:1 [7 5-941, 3-9 Yi—g, 5-9 + Via, 5-91 Uj—g41.j—9] 
! A I. . . fl 

+ 05, j—g 7j-9,5-9 Vi-9,5-9 


+ (wi u — lese aM ue CUT U; ; | = 





V, Jo lia dx 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 décembre 1911. 3 
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Mais les relations VI sont vérifiées par hypothèse pour Vj_;; la relation 
7) peut done s’ecrire: 





M ES 
(tee (coe tus; dM, EN E C eae M], — x) 
| 0jj-i|Cj—-g  Pj—1,5-9+1 TE ja, j— Ur EUER N tt + 
! 
+ j,51 Yj, 5-9 


= dM 
28 ois RUE U/j—2, j—g41 7 aie zi: 2 (e,  — x) + ej, j-2 Vie jg 
18) 
dM 


| fu 
ki (Qj, j—9g41 Ge Uj—g4-1, —g+l Ae (c, Lu — 1) s OO j, j—g41 U^j—941,j—g 


"uen I. 3 
+ o0 j,j—-g Pig, i-g 


3: (c, [UT (ces Wises dM EET CII y eur] = 


el mtem fer (Td ridi gs 


En vertu du systéme IV le premier membre de 18) s'écrit 


ÿ—g—1 d M j— + 340-9 = 7 
Ci w, u dx [21 jt Cj mn Wy, j—g+2 + (201 ? Ch-g+2 Wj j—g+3 + (27) 1044 pj s] 


ÿ—y—1 d? M 





j—gt1 | 2(d—g*1 1 
+ C$ o, U ds [2a 75/055 495 os + (2170)95 Os Ws sl 
19) \ a um 1 vi? nude 1M 
+ ( Ch-i o, u (2177) do U^ ; 
(9), LU uem] en 
+ —! ain Cj Wy jg t+ + (ain ET wl 
fui er 
At d M, dy M 
+ (Ww, t — I Ge Wy j— M iR: Tij: —0 
(a, | | ÿ 2 x 16 dod das 
Dans cette relation le coefficient de Wj, ;-gin est 
TM dM |. n(n—1i), . , d? M ; da M 
(Br EN) n (27m) I Z— + —— QUE ——— 4: n(21z 
ee AE) da: 2! ( Oe ( dar 
4 W, tU d" M 
+ (24r)? — + (w, u — 1) : 
(Oat da” 


Il est facile de vérifier qu'il est nul. 


Ainsi les relations VI sont bien vérifiées; la relation 16) est générale et la 
fonction f;(z) peut se mettre sous la forme: 
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; x i > LK U-1K 
20) f(a) = | y q(y) dy— Da | [es Ky. Va ped Mae Jv. 


L Lo 


En se reportant à ce qui a été dit plus haut sur l'intégrale | y v(y)dy et en 


Lo 
remarquant que tout pôle simple de l'intégrale 


| Kwydy 
Lo 

devient un pôle d'ordre / — 1 dans sa dérivée d'ordre / — 1 par rapport à x, on 
voit que, lorsque les fonctions v,, v,, .. . vg sont irrégulières au voisinage de l'ori- 
gine, la fonction f;(r) admet en général tous les points racines du dénominateur 
w,e***—y comme pôles d'ordre /— r, puissance la plus élevée du logarithme, 
figurant dans le groupe de solutions v, correspondant à la racine w, de l'équa- 
tion fondamentale. 

Supposons que les fonctions v soient réguliéres au voisinage de l'origine et 
soit 9,, ßs; ... p; les racines de l'équation déterminante relative à l'origine, corres- 


pondant à la racine w, de l'équation fondamentale; on a 


D; 
apd ^. 
Uj,g = V" Xj,g 


la fonction y;,, étant holomorphe à l'origine; si le premier terme de son déve- 


loppement est de degré », les seules póles de l'intégrale 


| K yj, dy 
sont les points 


T——/bj—n +mM, 


où m est entier négatif ou nul; ces points sont des pôles d'ordre g — 1 dans la 
dérivée d'ordre g—ı par rapport à x; on peut ainsi déterminer leur ordre de 


\ 


multiplicité; à partir d’une valeur de m de module suffisamment grand les 


pôles correspondant à la racine w, sont manifestement d'ordre /— 1, puissance la 
plus élevée du logarithme dans le groupe de fonctions v correspondant à cette 
même racine. 

En résumé les fonctions f;(x) sont méromorphes et admettent toutes les 
mêmes pôles avec le méme ordre de multiplicité. Ces pôles sont situés sur au- 
tant de paralléles à l'axe des abcisses, que l'équation fondamentale relative à l'ori- 
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gine admet de racines distinctes; sur chacune de ces droites, ils forment une série 
de points, dont les abcisses diffèrent d’une unité; ils s'étendent de — x à 
+ ©, quand les solutions de l'équation 3) sont irrégulières à l'origine; dans le cas 
contraire ils ne s'étendent à l'infini, que dans la direction négative de l'axe des 
abcisses et l'on peut trouver une parallèle à l'axe des ordonnées, à droite de 
laquelle les fonctions f;(x) restent holomorphes. 

Dans cette dernière région, il est possible de simplifier la formule définissant 
f;t®); en effet x a alors sa partie réelle assez grande pour que y7^! vj,, ne con- 
tienne que des puissances de y, dans lesquelles la partie réelle de l'exposant est 
supérieure à — 1; l'intégrale de la formule 7) prise le long du contour L, 
tend vers o, quand le contour L, tend dans toutes parties vers l'origine et l'on 


peut écrire 


21) f(a) = | y 5 (y) dy, 
j 
Lj; étant un contour partant de l'origine pour y revenir et ne contenant à son 
intérieur que le seul point singulier «;. 

L'étude des solutions g(x) formées au moyen des intégrales prises sur le 
contour L, donnerait des résultats analogues aux précédents; car les raisonne- 
ments faits sur les racines de l'équation fondamentale relative à l'origine et sur 
les fonctions v sont encore exactes pour les racines de l'équation fondamentale 
relative à l'infini et les fonctions w; toutefois si ces dernières sont régulières, 
les pôles s'étendent à l'infini dans le sens positif et non plus dans le sens négatif 
de l'axe des abcisses; c'est alors dans un demi plan situé à gauche d'une paral- 
léle à l'axe des ordonnées que les fonctions g(x) sont holomorphes. Quand le 
point x est situé dans cette dernière région, la fonction gj (x) peut être définie par 
la formule 21) dans laquelle LZ; désigne un contour contenant à son intérieur le 
seul point «; et dont l'origine et l'extrémité sont rejetées à l'infini dans une méme 
direction. 

Le développement en séries convergentes des coefficients y permet de trou- 
ver une nouvelle forme des fonctions f;(x). 

En se reportant au système d'équations II, on voit que 


P (u) 


(v, u — x j-9*! 


P(u) étant un polynome en u de degré j —g; on peut déterminer une parallèle 
à l'axe des abcisses, tel que quand le point x est situé au dessus de cette droite, 
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les fonctions 7;,, se développent en séries convergentes, ordonnées par rapport 
aux puissances croissantes de u, c’est-à-dire de e?**"; on a 


AE pt MATE SE 
RENT Dt i pn * o u^ ! 


et si les deux indices sont égaux 


> 
<> 
Em 


LATA (1) EHRE A RE 
I + BM El 


Cette parallèle à l’axe des abcisses n’est autre que la droite portant les 
pôles de la fonction f;(r), racines de l'équation wu — 1 =o. 

Je remplace les y par ces développements en séries dans les équations du 
systeme II; en annulant les coefficients de «, il vient 


b. + w;1 — 0, 


bp, sir (009 5:0 


om, + Qu. =0 


Or par une rotation de la variable y dans le sens direct le long du contour 


. 1 1 
L,, la fonction v; devient v); les constantes BI), BM... bf; ne sont autres que 
les coefficients de v,, v,,... v; dans l'expression de — f". D'une facon générale 
quand la variable y tourne le long du contour L, dans le sens direct » fois au- 
tour de l'origine, v; devient vi". Or en annulant les coefficients de u^, on a: 
—1 —1 
Di + oj Br +. + 05,207 =0, 
u 
— bi") cu, bi"; era ne (j, 9 Tm —=,0, 
—1 
=O + wi 07? =o. 
Si Pon admet que bi), ... 0079 sont les coéfficients de v,, v,,... v; dans l'expres- 
sion de — vf" 1) 
uU nho (n—1 =! =] 
D Yn )- v, + bi da Nr sil in )4 vj 
ces équations montrent, que Di"... bf”. sont les coefficients de v,, . . . vj dans l'ex- 


pression de — vo”. 


En remplaçant dans l'expression de V; les coefficients y par leurs développe- 
ments en séries, il vient ainsi 








1 7 = 
V;—--vo—us — wo? — ... — un v? 
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Si l’on pose 
U =o, V, + e; Vo d 09 Va 
V — €,V, + € v; t + Cg Vg = $5 (y) — ily); 
on a de méme 


a) ope Un) 


U—=—u—uu — iu im quta DRIN 


développement valable dans tout le demiplan situé au dessus de celle des paral- 
léles à l'axe des abcisses portant les pôles de la fonction f;(x) dont l'ordonnée à 
l'origine est la plus grande. 

Désignant par 5, l'argument du point a, origine du contour Z,, et intégrant 
sur ce contour, on trouve 


: Borex Jo 2.7 Bot? a 
ye U dy = — | yw udy— | (y tw) dy — --- yr wu)9 dy — --- 
1 1 1 1 1 y y 


0 Bo Bo 


Lo 


De 


La somme de cette série n’est autre que 
ases 
— |t udy, 
D^ 
l'intégrale étant prise à partir du point a, sur le contour L,, parcouru une in- 
finité de fois en sens direct. Ainsi dans le demiplan située au dessus de celle des 
parallèles à l'axe des abcisses portant les pôles de /;(x) dont l'ordonnée à l’ori- 


gine est la plus grande, la formule 7) peut s'écrire 


To 
22) f(x) = | gi) dy + | v udy. 
L [^ 


De méme on peut déterminer une seconde paralléle à l'axe des abcisses, 
telle que, quand le point a est situé au dessous de cette droite, les coefficients 
; se développent en séries convergentes ordonnées suivant les puissances décrois- 


santes de u: 


go ge nO) 
29 1 Pig Pig 
Mou oe de ai oc edis / 
(uL T u? un 


En portant ces valeurs de y dans les équations IT et en annulant le coefficient 


T1 ce 
de —, il vient 
IL 


(1) (1) (1) 
Wy Bii + (2,1 pj o + IH + (9j, 1 3,5 E05 


1 
[OF gu Tc cj.» Be) 1097 


1 
c» BY) — to 
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= is 5 r(1 
Si l’on considère la fonction NP. 


on voit qu'elle devient par une rotation de la variable dans le sens direct le 
long du contour L,, Nf", avec 

XO 

NS LIO 


D'une facon générale posons 


NY = = gm V, de po v, + wu 8b vj 


En annulant le coefficient de — dans les équations IT, où les y ont été rem- 
u 


placés par leurs développements en séries, on trouve: 


(n—1 (n) , 1 (n) 
— B74 + w, pf D + tao BS + +--+ 11877 = 0, 
—1 X f 
— a + oo, + Os Bg 0, 
o(n—1) , Q1) 
7 P$ + W, Pj,j = 0. 


La fonction NÍ" par une rotation de la variable en sens direct devient 
NU: en résumé pt}, ... 3!) sont les coefficients de v,, v,,... vj, dans l'expression 
de D cette fonction étant ce que devient vj, quand la variable parcourt 7 
fois le contour L, en tournant en sens inverse. 

En remplaçant les y par leur développement en série dans l'expression de 


vj, on a donc 


EIE» SL tm) 


I-_ I —( IE 
Dies u" Do gU Pitt af N PÈRE 


u u ut 


développement valable dans tout le demi-plan situé au dessous de celle des 
parallèles à l'axe des abcisses portant les pôles de f;(x) dont l'ordonnée à l'origine 
est la plus petite. 

Or le second membre de la formule 7) définissant f;(x) peut s'écrire 


23) day Jy tl p;(y) dy + fo y*— au dy + | yr ay; 


L; —Lo — Lo 


MEN nM M—M— s"s»UÀ— — M 
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les deux derniéres intégrales étant prises sur le contour L,, parcouru à partir 
de son origine a, en sens inverse; en remplaçant U par son développement en 
série, il vient finalement: 


—w 
B 


24) f(z) = | yr | p(y) dy le u dy, 


j Po 


la seconde intégrale étant prise à partir du point a sur le contour L, parcouru 
une infinité de fois en sens inverse. 

Nous avons remarqué qu'au lieu de considérer les fonctions v on aurait pu 
pour former des solutions de l'équation aux différences finies, faire usage des 
fonctions v', solutions de l'équation différentielle qui par une rotation en sens 
inverse deviennent des fonctions v', liées aux fonctions v' par des relations de 


méme espèce que les relations I. On aurait alors former des fonctions V', 


r ! tee Iq STU IE 
= Pia EP at R3 Ug. 
les coefficients y' satisfaisant à des équations analogues à celles du systeme II, 
mais dans lesquelles « désignerait non plus la quantité e??*7, mais son inverse 
e-?i"7: on aurait ainsi obtenu des solutions: 


25) fj (x)= | yt" p(y) dy — | y= [c V", + c, V',  -- + eV gl dy, 
L; =, 


les coefficients c' étant tels que: 
u = Oly) — (y) = cv, + c.v, + e cv. 


En raisonnant sur les coefficients y' comme on vient de le faire sur les fonc- 
tions y, on démontre que l'on peut déterminer une parallèle à l'axe des abcisses 
telle que, pour les points + appartenant au demi plan situé au dessus de cette 
droite, la fonction f;(x) peut être définie par la formule 22) et une parallèle à 
laxe des abeisses telle que, pour les points + appartenant au demi plan situé 
au dessous de cette droite, la fonction f;(x) peut être définie par la formule 24). 
Les deux fonctions f;(x) et f;(x) qui ont les mêmes pôles et sont identiques dans 
deux demi plans sont done identiques dans tout le plan. 

ll est clair que l'on pourrait établir des formules analogues pour les fonc- 
tions g (x) et que l'on concluerait qu'elles sont identiques aux fonctions g' formées 
avec les solutions w' de l'équation 3). 


e 
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III. Des séries divergentes représentant asymptotiquement les fonctions 
à . 7t 7L 

f(x). — Cas où l’argument de x est compris entre — — et : 

Les fonctions f(x), solutions de l’équation aux différences finies, se présen- 
tent d’après la formule 7), comme la somme de deux intégrales prises l’une sur 
le contour L, entourant l’origine et l'autre sur le contour L; entourant le point 
aj; pour former les séries asymptotiques qui les représentent pour les grandes 
valeurs de la variable, on divise ces contours en plusieurs parties convenablement 
choisies; désignant par J,, 1,,... 13 les intégrales relatives à chacun de ces con- 


tours partiels, dont les limites peuvent d'ailleurs varier, quand x croît, on a 
JEU or coser Tr 


Parmi les intégrales J, il en existe une, /, par exemple, pour laquelle on 
peut former une fonction P et une série, 


telles que l'expression, 


oü » est un entier choisi arbitrairement tende vers o quand x s'éloigne à l'infini 
avec un argument compris entre deux limites finies. 
On démontre d'autre part que les rapports 


x ete k , 
tendent dans les mêmes conditions vers o comme e-^^^, h et k étant deux nom- 
bres positifs et o étant le module de x. L’expression 


e [I — (ae e], 


gr 


x , , 
f(x) est represente 


RB 


: je m a ; E 
asymptotiquement par la série de terme général —. Toute la démonstration 
an 


tend done vers o dans les mémes conditions, et le rapport 


repose donc sur la formation et l'étude des intégrales Z,,... 7); l'une d'entre 
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elles donne naissance à la série asymptotique; les autres disparaissent. Pour 
a1 1 me ; ; 

faciliter le langage nous dirons que les rapports p UB sont représentés asymp- 


totiquement par des séries dont tous les termes sont nuls. 


Je considére l'intégrale 


26) "P =) y* p(y) dy, 


prise le long du contour indiqué sur la figure r, à savoir: une portion mn d'une 
droite passant par «;, une petite circonférence c de rayon oj» et de centre o; 

j j a] 
parcourue en sens direct, la portion de droite nm. Au voisinage du point «;, 


la fonction q;(y) est de la forme 


qj (y) = (y — ei? v5 (y), 





Plan des y Plan des £ 
Figure 1. 


W;(y) étant holomorphe en cj. 
Ws (y) = aij + ai(y— ag) + +++ + a) (y — «jy Anse 


Soit v; Pargument de « et soit 9 l'un des angles que balaie une demi droite 


coincidant d'abord avec la demi droite ajo d'argument w; et tournant dans le 
sens direct autour du point «; pour venir coïncider avec la demi droite » m; 
je suppose qu'au point m, origine du contour d'intégration, y — c; dans l'expression 


de qj(y)à pour argument oj + 9; je pose successivement 


97 
zd 
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Il vient: 

, at^ EN, 

27) iss yj tl 1 

avec 
> F\z-1, 2s C : 

28) J.=| (r—3] Fol ‚as. 

v % 
d'une portion m’ n' d'une 


L'intégrale J, est rise dans le plan des ts le long 
1 e 
G parcourue en sens direct 


droite, passant par l’origine, d’une petite circonférence 
et enfin de la portion de droite »'m'; à l'origine m’ du contour, © a pour argu- 


ment 9—:; +o, si x est égal à ge^. 
> dont le module est inférieur à l'unité, on a 


Pour les valeurs de 


8 


| = ar Re e—t+s 


en désignant par S la somme de la série absolument et uniformement conver- 


15° > 


gente: 
mw 


3 ; I ae 
En ordonnant par rapport aux puissances croissantes de - la série 
Ç2 Sn 


S Lo) 
se MESE 
I n! 


on obtient la série 
y 


dans laquelle les coefficients e sont des polynomes en [ et qui est absolument et 


uniformement convergente pour les valeurs de Z, dont le module est inférieur à 
7 suffisamment petites on a 


8 


celui de x. D'autre part pour les valeurs de 


la aj CHG a 
. A Itl — here mea = n 
U; «j[: je 2 E LH 


se développe de même suivant les puissances croissantes 


Fi —1 


La fonction (: — = 
x 
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de*. Finalement pour les valeurs de © dont le module est inférieur ou égal à 


we 


Ko, K étant un nombre positif inférieur à l'unité et convenablement choisi, on a 


ua 


er 


j di 
2 di n 
Se die er 
di, n x 3r un gr 
la serie du second membre étant absolument et uniformement convergente. Dans 
; 5 C Ne >” I à 
le développement du produit v|e;(i—-^||(r— | , le coefficient de — contient 
x x x? 
Z^ en facteur; dans la série représentant e5, e, est un polynome en £ dont le 
terme de plus haut degré est de degré 2». Il en résulte qu'à l'exception du premier 
coefficient dj qui est égal à aj, les coefficients d/ sont des polynomes en 2; le 
terme de plus bas degré de dJ est de degré p, le terme de plus haut degré est 
. p 


de degré 2p. Je considére le reste de la série, 


ncs I te fi de = 


BR ae ma 


Si le module de ¢ reste inférieur ou égal à 07, 9 étant un nombre positif satis- 
faisant à l'inégalité 
2 (mr g)b—qso 
di ET 
le terme + tend vers o quand o augmente indéfiniment. Or quand q varie 


depuis r jusqu'à l'infini la fraction = croît à partir de Em et tend vers I. 
n + q n LI 


Si l'on assujettit 9 à satisfaire à l'inégalité 


I 


I XL E 
(TE En) 


tous les termes de la série dans la parentése tendent vers o et la série étant uni- 


formement convergente, on peut écrire 


é, tendant vers o comme 9?"*0/—, quand o augmente indéfiniment. 

Je choisis alors le contour sur lequel est prise l'intégrale J, de la facon sui- 
vante; la circonférence c' conserve un rayon invariable; le point m'a pour module 
o? et s'éloigne à l'infini, quand 9 augmente indéfiniment, la droite »'m' ayant 
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toujours pour argument ÿ— x +0. Dans ces conditions le module de ? est au 
E 


plus égal à o?! et tend vers o; le contour mn, c, nm sur lequel est prise l'inté- 
grale J, se déforme en restant semblable à lui-même, tous ses points tendant vers 
aj; il vient ainsi 





oü p est un entier positif. 

Quand l’argument de © reste compris dans un intervalle où son cosinus est 
toujours positif, ces intégrales tendent uniformement vers o comme ¢,; de même 
l'intégrale 


E 
| exert zeaz 
08 


prise sur la droite m'n', depuis le point m’ jusqu'à l'infini tend uniformément 


k ; ue : 
vers o, comme e-^^', h et k étant deux nombres positifs, quand o augmente in- 
définiment, pourvu que l’argument de ¢ reste compris dans un intervalle où son 
cosinus est constamment positif. On a donc finalement 


[ ps ; ij di, 22 €, 
xs esc eto CG 5 


x qu 
é, tendant vers o, o restant compris dans un intervalle tel que cos (9 — x + 6j y 
soit toujours positif. 


Chaque terme du polynome dj donne naissance à une intégrale 
[e Cr dE. 


Si dans ces intégrales je rejette le point m' à l'infini, je ne fais qu'ajouter au se- 


: k 
cond membre de J, des termes qui tendent vers o comme e-^*"; on a donc 
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. Ei El 
29) J, = EO + ree - qu 


é, tendant encore uniformément vers o, quand o reste compris dans le méme 


intervalle. Le coefficient Ej, se déduit de d? en remplaçant dans ce dernier £2 par 


(e£ ^i — i) P (4;4- 9 - 1), quand 3 — x + 0 est compris entre —~ et + —; si J—aw+o 
J. q q P 2 


7U 

2 
A IT > 7b - ; . m " . 

est compris entre —~ + 2 K; et — t 2 Kr, K étant entier positif ou négatif, on a: 


[est trag — eim? dne qx). 


D 


A d a mu 2Kinh ^ : 
Les coefficients de la série sont alors multipliés par e ^'"^; de même si le cercle 


c était parcouru en sens inverse au lieu d'étre parcouru en sens direct, les 
coefficients de la série obtenue se déduiraient des coefficients # en multipliant 


—2inh 


ces derniers par —e 7, En résumé si l'on désigne par S; la somme: 


Ei ni 
: Yes Kuren 1 à n 
30) SM Cp qu 


et si l'on pose, 


€; 





p € 
31) Py WES , 
LA 
on a: 
JL € 
32) Log el. 
2 P; J a" 


é, tendant uniformement vers o, quand o augmente indéfiniment, o restant com- 
pris dans un intervalle où cos (9 — x + 0) est toujours positif. La quantité e, se 
présente comme la somme de deux autres quantités dont l'une tend vers o comme 
é,, autrement dit comme une certaine puissance négative de o, et l'autre comme 


k . , . fils 
ehe’; au total e, tend done vers o comme une puissance négative de o. La série 
’ 3 > bj 


UH : NE 5 3 
de terme général — est convergente; si l'on intègre seulement jusqu'au point m' 
d 


dont la distance à l'origine est 9^, on obtient une série convergente; mais comme 
dans S; les intégrales sont prises au délà de ce point, jusqu'à l'infini, cette série 
peut étre divergente. 

Avant d'aller plus loin je vais traiter immédiatement le cas où dans l'inté- 


'rale /, figure sous le signe une puissance entière et positive de L(y—«). 
g | Hg g p 


r 


Supposons que l'on ait: 
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> 


33) T, = | y77 (y — ej? L(y — ej) v (y) dy, 


vw étant holomorphe au voisinage de «cj; en opérant encore les mêmes change- 
ments de variable, il vient: 


[2 : in r " 
Me y | ett Lt 25 acte + ta] 
x x 


u 


ou 


a, et 
IP, |z NE |, 


en désignant par JV l'intégrale de méme nature que celle qui vient d’être étudiée, 


> 


34) N Jette + 2 at, 


^Ti 
E x" m 1 


et par JO l'intégrale 


ZI 


35) JU J eaa 5 £m aat. 


En rejettant à l'infini le point m’, on obtient pour J la série 


RT amid ues 


Pour JW on obtient la série dont les termes se déduisent de ceux de la série 


précédente, en dérivant par rapport à 4, 


dE, ridE, |, idk, |. 
dà; - «& di, a” di, 
On a donc: 
TN [sz CESSE RS pce | 
11, an x x” 
en posant, 
E, E, 
36) SIS "ps enn dtf er 


2 , 5 ; a; e 
& et & tendant vers o comme une puissance négative de o; mais « L = —— tend 
x 


alors vers o comme le produit d'une puissance négative de o par Lo et finale- 
ment il vient: 
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Ir 


«' tendant uniformément vers o comme le produit d'une puissance négative de 
o par Lo quand largument o reste dans un intervalle où cos (9 — x + 0) est 
constamment positif. Plus généralement supposons que l'on ait: 


a 


38) = [yeu oye) way, 


* 


W(y) étant holomorphe en «; et p étant entier positif. 
En faisant toujours les mémes changements de variable, il vient: 


p— 


€^ q; 


x 


in p " p—i in I 
39) L7 Pe (LANs op (LSA + +], 
en posant, 


40) 





ax) Jo = | eei lass Spee ee malas 


B 


La série figurant sous le signe | dans la formule 40) est formée au moyen 


* 


du développement de w(y) au voisinage de «;, comme la série correspondante 


gU NT. . ; Sey, 
de terme général ps a été formée avec le développement de w; (y); l'intégrale J 


donne naissance, quand le point m est rejeté à l'infini dans une direction telle 
que cos (9 — x + 6) soit positif, à une série de terme général —7; l'intégrale J@ 
an 


donne naissance dans les mêmes conditions à une série, dont le terme général 


1 d? E, ; 


est 2 
x" dAg 


uh € ala 
Comme d'autre part les quantités « E = | tendent vers o comme le pro- 


duit d'une certaine puissance négative de o par (Lo), il vient: 


d? 


Y _ € : 
42) JUN (Bi S) is P; qn 


ee  — 
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S étant défini par la formule 36) et s tendant vers o uniformément, quand 
o reste compris dans un intervalle, telle que cos (9 — ;r + 6) soit constamment 
positif. 

Soit un contour Z tout entier à distance finie, ne passant pas par l'origine, 


sur lequel la fonction wv'(y) reste finie et considérons la fonction de x, 


43) = Juno dy. 


L 


Si M est une limite supérieure des valeurs prises par v/(y) quand y décrit le 


contour L, on à 





I yt 
M|-—IL, 

[rz d (ae | 

7 4] 








L étant la longueur du contour et y, le point du contour pour lequel y? a un 
module maximum. 
J’effectue alors une transformation dont il sera souvent fait usage par la 
suite; au point 
y= y eis 


je fais correspondre le point z de coordonnées rectangulaires, 


[5— Er, 
44) 2 | 
gerens 


Au point «; correspond ainsi un point «'; de coordonnées §) 1;, 


£j = L|a;|, 


nj — — arg aj. 
Si suivant les notations déjà employées, a est égal à oe’, on voit que 


ly" | — eg [5 cos a+ 5sin c]. 


Or la quantité £ cose + 1 sing mesure en grandeur et en signe dans le plan 
des z le segment Op, ayant pour origine l'origine des coordonnées et pour extre- 
mité le point p, projection sur la direction 6 du point (§, 7). 

Quand le point y parcourt le contour L, son transformé z parcourt le con- 
tour L', transformé de Z; si la projection Op de Oz reste inférieure à la pro- 
jection du vecteur O«'; pour tous les arguments c de l'intervalle (o,, 0,), le rapport 
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ip 


; tend vers o comme e7^^, h étant positif, quand o augmente indéfiniment et 
a 
j 


cela uniformément, quand o reste compris dans l'intervalle (o,, 6,). 
Dans ees conditions, on peut done écrire 


e tendant uniformément vers o et l'on se trouve dans le cas signalé au début 


I T : 
du présent chapitre, où le rapport P est représenté asymptotiquement par une 
j 


série dont tous les termes sont nuls. 
Ce méme résultat subsiste, quand le contour L est une portion de droite 
Oa, issue de l'origine O, sur laquelle on a 


V (y) = yt (Ly)? x (y), 


p étant un nombre entier positif et y(y) n'étant ni nul, ni infini en aucun point 
de Oa y compris l'origine; on peut en effet trouver alors un nombre & positif, 
tel que le produit 

y* v (y) 


reste en module, à l'origine et sur la droite Oa, inférieur à un nombre fini M; 
on a alors 


a 


Hl - uj egoleoso Lr—ssino)—kLr y. 


0 


Si cos o est positif et si o est suffisamment grand pour que o cose —k + 1 
soit positif, il vient en effectuant l'intégration 
+ —k+1 polcosaLr — s sin o] 
I e 1 
I| < M + —— —L—— 
gcosg —k 4 x 
r, étant la distance du point a à l'origine. Quand le transformé a’ du point a 
est tel que la projection du vecteur O'a' du plan z sur les directions de l’inter- 


valle (o,,0,) reste inférieure à la projection du vecteur O'c;, le rapport — tend 
€ 
J 


3 ; : = IL 
uniformément vers o, o restant compris dans cet intervalle et le rapport P; est 
j 


encore représenté asymptotiquement par une série dont tous les termes sont nuls, 
comme dans le cas précédent; toutefois il est nécessaire que coso reste positif 
dans tout l'intervalle (o,,0,). 


Q 


Sur la représentation des solutions d'une équation linéaire aux différences finies. 3! 


Je considère pour terminer une courbe L aboutissant au point «;; l'intégrale 


1- | y7 (y — ey? [L(y — a) V (y) dy 


L 


est prise sur cette courbe depuis un point p voisin de a jusqu'au point m dont 

la distance à «; est o?^—, 9 étant un nombre positif inférieur à l'unité et tend 
J S > | 

par conséquent vers o quand x s'éloigne à l'infini. La fonction (y) reste en 


module inférieure à un nombre positif, quand y varie sur la courbe L depuis p 


/ ; : x : V (1 5 
jusqu'en cj; il en est done de méme du quotient r2 Enfin le nombre q est 
entier positif ou nul. 
Je pose 
Àj — a + bi, 
Ye et, 
Vire. 
On a 


| (y— cj) | pee -bs, 
q 
ILL (y — e| — Lor? + °P. 


Sur la courbe L, e-^* reste fini; de plus en choisissant un point p suffi- 
samment voisin de cj, on peut trouver deux nombres positifs M et k tels que 


sur tous les points de pm, m tendant vers aj, on ait 


q 
r@((Lr')? + 822 < Me. 


Je considère alors la courbe L', transformée de L dans le plan z; elle aboutit 
au point «';, transformé de «;; si l'on suppose que L' est une portion de droite, 
L est un are de spirale; en désignant par §, n les coordonnées d'un point de la 
droite L', on a 

Lr=§=§+ ut, 


—s=n=—7; + vt, 
u et v étant deux constantes; de plus 
dy = re'* (u — iv) dt, 


et l'on voit que l'on peut écrire finalement: 
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te 


à 
Ir] e Re | ee Los a (TRE) Eon] te 
« 
h 
ou 
e9 lucos a 4- esino]t2 _ go[ucos c 4 vsina]/ 


« Rot - , 


> M COS G + using 








dj 


t, et t, étant les valeurs de ¢ correspondant respectivement aux points p' et m!, 
transformés des points p et m; il convient de supposer que # cos 6 + vsinc 
n'est pas nul, autrement dit qu'aucune des directions de l'intervalle (o,, 0,) 
auquel appartient 6 n’est perpendiculaire à la droite L/'. La quantité 


(u cos 6 + v sin o) f, 
est la différence 
0! p RO Oo Di 


des projections sur la direction o des vecteurs O'p' et O'«'; dans le plan des z. 
De méme si m', est la projection de m’, on a 


(u cos o. + v sin a) t, — O' m', — O' p;. 


D'autre part au voisinage du point a, sur la courbe Z le module r de y est une 
fonetion du module r' de y — «; et l'on peut écrire 


ren corem Je 
r; étant le module de «;. 
On en tire 


Lr— Lrj—ut-—d,r + d,r? +... 


D = [d, o£ 1 + d, g?-D +22] 
puisqu'au point m le module »' est égal à or. 

On peut choisir ? assez petit pour que dans le développement du produit 
ot, tous les termes de la série tendent vers o, quand o augmente indéfiniment, 
sauf le premier qui devient infini comme 9”; dans ces conditions l'expression 


g[O m^, — O' pj] 


devient infini comme 9?. Quand o reste compris dans un intervalle (0,, 6,) tel que 
les différences O'p', —0'p; et O' m', — O' p; y soient constamment négatives, le 
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I : : k ; ae X 
rapport — tend uniformément vers o comme e-^"', h et k étant positifs. Ainsi 


[n 

dans ce cas encore le rapport = est represente asymptotiquement par une serie 
j 

dont tous les termes sont nuls. 

Les résultats qui précédent, permettent de former les séries représentant 
asymptotiquement à Flinfini les fonctions f;(z) solutions de l'équation aux diffe- 
rences finies formées au chapitre I. Les séries représentant une méme fonction 
fj(w) diffèrent suivant la valeur de l'argument avec lequel la variable x s'éloigne 
à l'infini; posant toujours 


“oe? 
nous distinguerons done plusieurs cas. 


Je suppose d'abord que o appartient à l'intervalle (>. = 


— »]. r étant un nombre 


positif aussi petit que l'on veut. Soit o; une racine simple du polynome B,; dans 
la formule 7) définissant la fonction f;(x), la fonction q;(y) solution de l'équation 
différentielle 3) est de la forme 


ply) = (y — «)? wv (y), 


W;(y) étant holomorphe en cj. Choisissant un point a de la droite O «; situé entre 
O et a, je prends pour contour L, une circonférence de centre O et de rayon Oa, 
parcourue dans le sens direct à partir du point a; le contour L; se composera 
de la portion de droite an, » étant un point de Oc; voisin de cj, d'une petite 
circonférence s; de centre aj et de rayon cj n, parcourue dans le sens direct et de la 
portion de droite na. 








Figure 2. 
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La transformation définie précédemment fait correspondre dans le plan des z, à 
la portion de droite aw; une parallèle à l'axe des abcisses passant par le point c, 
transformé de oj; le point a’ transformé de a est situé à gauche de «';; au cercle 
L, parcouru en sens direct correspond une portion de droite a'b' parallèle à l'axe 
des ordonnées, dirigée dans le sens des ordonnées décroissantes et de longueur 
2a. L'intégrale prise le long du contour L; se divise en trois parties. La pre- 
miére /, correspond au contour mmn,s;,nm, m étant un point de O«;, situé entre 
a et n et dont la distance à a est égale à o?-!, 9 étant un nombre positif infé- 
rieur à l'unité; la seconde 7, comprend les deux portions d'intégrales prises sur la 
portion de droite pm, p étant un point fixe, entre a et n, voisin de aj. La troi- 
sième comprend les deux portions d'intégrales prises sur ap. 


L'angle désigné plus haut par 9 est ici égal à x, on a done 


9—37t 4-039. 





QU . 7t 
Si o est compris entre — — +» et 
9 


r, en choisissant convenablement g, on a 


d'aprés la formule 32): 


wtih; ia (A; +1) ^ jJ 

[07 Je J . Ki E € € 
= e M4 1 MAE n "E f y 
B n git! [e ue eo n c^ 
e tendant uniformément vers o. 
2 Ji r a , . . 
Les rapports .—, sont représentés par des séries asymptotiques dont tous 

re, 


les termes sont nuls. Ii est en effet évident que quand le point z transformé de 
y parcourt la droite a'm', la projection du vecteur O'z sur les directions o de 


. 7t 7t WAR: N : a N 
l'intervalle |—— +9, — — , reste inférieure à la projection de O'«';. 
2 ? 


Quand o appartient a cet intervalle on a done finalement: 


46) | y" qj(y)dy = P; LS Jj = 
5 


e tendant uniformément vers o. 
D'autre part quand le point z déerit la droite a'b', la projection du vecteur 


c . 3. A . - yn. ^ 
O'z sur les directions de l'intervalle Ir. zm , est manifestement inférieure à la 


projection de O'«';; les intégrales de la forme 
f= le vi (y) dy 
L 


0 
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sont telles que les rapports sont représentés asymptotiquement par des séries 


Iı 
P; 
à termes nuls. Enfin les coefficients y solutions des systèmes analogues à II ten- 
dent uniformément vers o ou vers l'unité quand x s'éloigne à l'infini avec un 
argument compris dans le même intervalle. Le quotient de l'intégrale prise le long 
du contour L, figurant dans la formule 7), par la fonction P; est représenté 


asymptotiquement par une série à termes nuls et l'on peut écrire, 


RAS) e nu (Aj+1) 


o0, © El] c ; &] 
47) fi (a) E : Apt! E iis = 2n Su alis ur ;| x P; |s ds = 


x gn x 


e tendant uniformément vers o quand o devient infini, 6 appartenant à l’inter- 


valle l». ; — r): 


La méme fonction f;(x) peut être définie par la formule 23) 


23) fi (&) = | y= gj (y) dy + | y lu dy + | y^ 1 Udy. 
Lj — Le —Lo 
Or l’image du contour — L,, autrement dit de la circonférence L, parcourue à 


partir du point a en sens inverse est dans le plan des z, une portion de droite 
a'b", d'origine a’, de longueur 2x parallèle à l'axe des ordonnées et dirigée dans 
le sens des ordonnées croissantes. Quand le point z décrit la droite a’ b", la pro- 


. . . . . TT . 
jection du vecteur O'z sur les directions de l'intervalle {— — + v,—wv| reste in- 


férieure à la projection de O'a';; d'autre part les coefficients y tendent tous vers 
o quand x s'éloigne à l'infini dans une direction appartenant au méme intervalle, 
Le quotient des intégrales de la formule 23) prises sur le contour — L,, par la 
fonction Pj est représenté par une série asymptotique dont tous les termes sont 


nuls et l'égalité 47) subsiste, « tendant uniformément vers o quand 6 appartient 
SR 7t 
à l'intervalle | —— +», —v]. 

2 


Il reste à examiner ce qui se passe quand l’argument o reste compris dans 
l'intervalle (— v, »). Deux cas se présentent. 

Si les fonctions w,,... v, sont régulières au voisinage de l'origine, les pôles 

1 q gine, 
de la fonction f;(x) ne s'étendent pas à l'infini dans la direction positive de l'axe 
Ej 

des abcisses; on peut tracer une parallèle à l'axe des ordonnées à droite de la- 
quelle la fonction f;(x) reste holomorphe; dans le demiplan ainsi défini elle est 
représentée par la formule 21), le contour L; se composant de la droite On, de la 
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circonférence s; et de la droite nO. L'intégrale prise sur ce contour se divise en 
deux parties; l'une correspond au contour an,s,,na et donne naissance à la série 
asymptotique S;; l'autre est la somme des deux intégrales prises sur la portion de 
droite Oa; en prenant a suffisamment voisin de O, on constate que les rapports 
de ces intégrales à la fonction P; sont représentés asymptotiquement par des séries 
à termes nuls. Ainsi l'égalité 47) subsiste encore; elle s'applique à l'intervalle 


; TU JT D 7 
entier | — — + 7,  —v), € tendant uniformément vers o. 
E = 


Il n'en est plus de méme si les fonctions v,,...vg ne sont pas toutes régu- 
lières au voisinage de l'origine; les pôles de la fonction f;(x) s'étendent alors à 
l'infini dans la direction positive de l'axe des abcisses; l'égalité 47) est vraie dans 


PLA 


> 7t - , 
chacun des intervalles | — page "), E — »), e tendant uniformément vers o, 


si petit d’ailleurs que soit le nombre positif v; mais la direction positive de 
laxe des abcisses forme coupure et elle n'est plus vérifiée dans l’intervalle 
(— v,v), tout au moins quand on n'astreind le point x s'éloignant à l'infini, à ne 
satisfaire à aucune nouvelle condition. 

Les fonctions y sont comme on l'a déjà vu de la forme 


P (u) 


45g (a, uw 1-941 
P(u) étant un polynome en u de degré 7—g avec 
“= e2iræ, 
Quand le point x s'éloigne à l'infini, & restant compris dans l'intervalle (— v, »), 
cette fonction y reste donc finie pourvu que le point x reste à distance finie des 
pôles racines des équations 
2inc 
t), €* OS 
D'autre part si le point a est assez rapproché de l'origine et l'angle » assez petit, 
T : 2 ; 
I sont representes asymptotiquement 


P; 
par des séries à termes nuls. Il en résulte que si l'on astreind le point x à 


on voit manifestement que les rapports 


s'éloigner à l'infini en restant toujours à distance finie des pôles de f; (x) et seule- 
ment dans ce cas l'égalité 47) subsiste encore. 

Les raisonnements qui précédent supposent que sur la droite Oa; entre O et 
«;, les solutions de l'équation différentielle 3) n'admettent aucun point singulier; 
il se pourrait qu'il n'en soit pas ainsi et que quelques points racines du polynome 
B, soient situés précisement sur cette portion de droite. Soit « l'un d'eux; on 
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évite ce point «; dans le contour L; en remplaçant la portion de droite O«; voi- 
sine de q par une petite demicirconférence de centre «; et située par rapport à 
O «; soit du côté des arguments croissants, soit du côté des arguments décroissants. 
Il est facile de vérifier que dans ces conditions, tous les résultats démontrés sont 
encore exacts; toutefois il faut noter que suivant le côté de la droite Ow où se 
trouve le demi cercle, les fonctions /;(v) définies par la formule 7) sont différentes. 

A chacune des fonctions f;(x) correspondant à une racine simple du poly- 
nome D, correspond une série divergente S; formée au moyen de la solution 4; (y) 
de l'équation différentielle 3) régulière et non holomorphe en ej. Cette série re- 
f(x) 
Pj 


à 5 TE 7t 
, soit dans l'intervalle | — EH Ed 


2 


présente asymptotiquement le rapport 


si les solutions de l'équation 3) sont réguliéres à l'origine, soit dans les intervalles 


7E at u À TRES , 
en, PE =|" si) Ces solutions sont irréguliéres en ce point. 
2 


Il convient de remarquer que pour former la série divergente S; dont le 
5 J 
Ei 
RER VLC UE : 1 ; 
terme général est zn, ON à supposé que dans la solution p;(y) 


qj (y) = (y — eg) 7 (y) 


la quantité y —«; avait pour argument w; + x, quand y vient en m, origine du 
J e d] ec 


: ; XA i TU) 
contour mn, s," m. Si largument de a, au lieu d’être compris entre — = ip 


A 


7 


et 


D | 


2 : Roe 7E TE , 
— y», était compris plus généralement entre — — + 2 K x 4 v et E +2Kn—v, 
; > 


K étant entier, il est clair, d’après ce qui a été dit au début du present chapitre, 


m b ; ^ d ee 2K ail; 
que les coefficients E de la série devraient être multipliés par e ""; mais 


comme P; contient en dénominateur x”, le développement asymptotique de f;(x) 


ne change finalement pas de valeur, ce qui est naturel puisque la fonction f;(x) 
est uniforme. 


IV. Quelques cas partieuliers. 


Nous allons rechercher comment les résultats du précédent chapitre s'éten- 
dent aux fonetions f(x) correspondant aux racines multiples, non nulles du 
polynome B,, au voisinage desquelles les solutions de l'équation différentielle 3) 
sont régulières. 


Soit «; une racine d'ordre de multiplicité p du polynome B;; supposons que 
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les solutions de 3) sont toutes régulières en ce point; l'équation déterminante 


admet les racines entiéres 


spon do Doll, 


et les p racines 4;1,... 4,» en général non entières. 
Je suppose tout d'abord qu'aucune des différences des 4 n'est entiére posi- 
tive, négative ou nulle. A ces racines correspondent p solutions de l'équation 


3) de la forme 
qj = (y — ej)?! si (y), 
U;i(y) étant holomorphe en «a. Au moyen de chacune d'elles on forme une 


solution /;; de l'équation aux différences finies à laquelle s'applique les résultats 
du précédent chapitre. L'intégrale prise sur le contour Z, est représentée asymp- 


. Js Z , . \ 
totiquement par une série S; formée avec la fonction W,,(y) et l'on a 


48) fre) = Pl [s + a 


a" 


avec 


49) ie 





e tendant uniformément vers o, quand o reste compris soit dans l'intervalle 


7U 7U . . ’ E \ > . . 
ls — ty, = , si les fonctions v sont réguliéres à l'origine, soit dans les inter- 
2 2 


7 7E : : ua as Se one 
valles |— — +9, —],{», zd rel les fonctions v sont irrégulières à l'origine. 
2 


Dans ce dernier cas l'égalité 48) n’est vérifiée, quand o appartient à l'intervalle 
(— v, v), que si le point x s'éloigne à l'infini en restant à distance finie des pôles 
des fonctions f(x). 

Supposons au contraire que parmi les différences des 7, il s'en trouve qui 
soient entières positives, négatives ou nulles. Les p racines À se répartissent en 
groupes tels que les racines d’un même groupe diffèrent d’un entier positif, né- 
gatif ou nul; à chacun de ces groupes correspond un groupe de solutions de 3) 


de la forme rr), 
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G1 — (y — ey?! vii, 
pie = (y — a) ^* + Us L(y — «)], 
II) 


fg = (9 — 9? [Yor Uo L(y — 5) + Yo Loy — eg) ye], 


pe (y — ay! Dri + Wha LL ( — ep], 


Li, La, ... Àj; étant rangés dans un ordre tel que leur partie réelle n'aille jamais 
en croissant quand on passe de Aj; à 4j;; les fonctions t sont holomorphes en 


\ 


aj. Or quand le point x s'éloigne à l'infini en restant à droite de l'axe des 


i, y y — e? Ua rd, 


J. 


ordonnées l'intégrale 


est d'aprés les résultats du précédent chapitre représentée asymptotiquement 
par une série 


a; a en (4j,g +1) ; € 
penser oul Sat 5:73 | 


formée au moyen de V; ,. Nous avons vu que dans les mêmes conditions l'intégrale 


[y (y — egy #9 [L(y — ej) Vs dy, 


Lj 


est représentée asymptotiquement par 


arg eu (^j,g +1) € 





dist Be en (45,g +1) 


Si | +e 


agi gig th x” 
Il en résulte que la fonction /;,, solution de l'équation aux différences finies 
formée au chapitre I au moyen de la solution yj, de l'équation 3), est repré- 


sentée asymptotiquement par: 


: d : df d 
50) Hat) PioSL i dA, [P;9 82] ar 95S dil; [Pio Sur] augen 
g—1 
Au [Pi.9 Sg] + Pig = 


4 g—1 J oth 
3 d ^g z 
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avec 


arg de (^5,g +1) 


51) Pig=- 


La quantité e tend uniformément vers o quand o appartient soit à l'inter- 


valle Is +, i 


a 


— | si les fonctions v sont régulières à l'origine, soit à chacun 


3 


- — y| si ces fonctions sont irrégulières à l'ori- 


2 


: 7U 
des intervalles m mb m j. I", 





gine; dans ce dernier cas l'égalité 50) n’est vérifiée dans l'intervalle (— v, v), que 
si le point x est astreint à rester à distance finie des pôles de la fonction fj,g. 
Le second membre de l'égalité 50) se présente sous la forme: 


jg à E " 2 a} a? 
Ge P |a e oe La aba wep ? eee aya (ag ++) + ET 
x Hine x ae gq 


Ainsi dans la parenthése la série ordonnée par rapport aux puissances dé- 
croissantes de x des égalités 47) et 48) est remplacée par une somme de séries 
de ce genre, multipliées respectivement par des puissances entières de Lx jusqu'à 
la puissance g— 1, exposant de la plus haute puissance de Z(y—«;) contenue 
dans l'expression de $g;,. 

Dans ce cas on peut faire une remarque qui nous sera utile par la suite; 
quand on a: 


Ájg = Aig horn = hf; 


H y T - = CE B j j j 
on sait que dans l'expression de sj, la dernière des fonctions V1, Us... Wg 
holomorphes en «; dont le développement en ce point commence par un terme 


constant non nul est wr. Il en résulte que la dernière des séries S¥1, S2»... Sig 


qui commencent par un terme constant non nul, est Sf. Dans ces conditions le 
coefficient de (Lx)f sera une série ordonnée par rapport aux puissances dé- 
croissantes de + dont le premier terme est différent de o; il est égal au terme 
constant de 2; multiplié par I (4,9 + x) (e ^51). Les séries multipliant les 
puissances de Lx supérieures à f —1 commencent par des termes constants nuls. 
On pourra donc écrire en prenant n —0, 


52) fig (x) — Piolas + a Lx +--- +ag(Laÿ + e], 


le coefficient a, étant surement différent de o. 
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Quand les 2 sont tous différents on voit que f est égal à r et toutes les 
puissances du logarithme sont multipliées par des séries dont le terme constant 
est nul. 

Je signalerai encore les particularités des développements asymptotiques 
trouvés par les méthodes précédentes quand, aj étant une racine simple de B,, 
la racine À; de l'équation déterminante est entière. 

Nous avons vu au chapitre I que si, À; étant entier et négatif, la fonction 
pj (y) correspondante ne contient pas de logarithme, la fonction f;(x) solution de 
l'équation aux différences finies est définie par l'égalité 9). Dans cette égalité le 
contour L; peut être considéré comme se composant d'une portion de droite an, 


du cercle s; et de la portion de droite na; en appliquant la méthode du chapitre 
: j 

précédent on constate que les coefficients Z7 de la série de terme général = 
x 


sont de la forme: 
E), — ("4% —1) (a, F(t pt31)t+d,F(ytpt2)t+-:-+ar(ytptgq). 
Or comme 4; est entier et négatif les produits 
CR (Ay + m), 


sont finis quand 4; + m est égal à un entier négatif ou nul; ces mêmes produits 


sont nuls quand À, + m est un entier positif. Les coefficients EJ sont donc nuls 
quand 


p»—4ÀA —r, 
et sont finis quand 
DI Mq 


La série asymptotique correspondant à ,(y) a done un nombre fini de 
termes; elle se réduit à 


dien ^7 ee 
Eee 
x aj J 


Ces résultats sont bien en conformité avec ceux du chapitre I où l'on a vu 
que la fonction f;(x) n'est autre que le produit d'un polynome de degré — 4; — 1 
par la fonction o7. 


Quand A; est entier et négatif, il se peut que q;(y) soit de la forme: 


pi (y) = (y — ej)? [Wy + Vie L(y — aj]. 
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Rien n’est changé dans nos raisonnements; la série asymptotique formée au 


moyen de qj(y) est la somme de deux séries 


d 
P;8;1 MERO 


T QS (ARR 
53) fj (x) = Pj [sin a5 CR Seh te =: 


Mais comme 4; est entier et négatif, les séries $;1 et Sj» sont limitées; il 


car les quantités & (e^ — x) r (45 4- m) 
‘j 





; X pee CS 
n’en est pas de même de la série ED 
j 


ne sont pas nulles quand À; + m est positif. 

Au chapitre I nous avons vu que si yj(y) ne contient pas de logarithme, 
4; étant entier positif et supérieur à p — r, la fonction f;(x) est définie par la 
formule ro), 


b] : 
10) fie - | y?— p;(y) dy + | 97 le Pi +--+ + e Val dy. 


D 


a Lo 


La première intégrale est prise sur une courbe issue du point a et abou- 
tissant en aj; les raisonnements faits au précédent chapitre sur les éléments de 
l'intégrale voisins de «; doivent donc être modifiés. 

Je suppose que la courbe ao; soit la droite aaj, a étant un point de Oa; 
situé entre O et «;; soit m un point de cette portion de droite dont la distance 
au point a; tend vers o comme o?^—!, 9 étant un nombre positif inférieur à l'unité; 
en faisant toujours les mémes changements de variable on constate que l'on 
peut écrire: à 

m ; 
| 7 ty) dy =P] B+ po ES 


ee 


aj 


" , 7E zu 2 
e tendant vers o quand o est compris dans l’intervalle | — — +», —-— v|; mais 
1 2 2 2 


z 


cette fois les coefficients H se deduisent des coefficients d de la série 


UH | 
RUNE to 


ME 
an 
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formée au chapitre précédent en remplaçant dans ces derniers 5? par I (4;-- q4- 1) 
et non plus par (575 — 1) r(4;--q-- 1), quantité nulle dans le cas actuel: en 
tenant compte de cette modification dans la formation des coefficients E on con- 
state que l'égalité 47) est encore vérifiée dans les mêmes conditions qu'au cha- 
pitre précédent. 

Les fonctions g(a) définies au chapitre I donnent lieu à une étude en tous 
points analogue à celle dont les fonctions f viennent d'étre l'objet; mais le point x 
au lieu de rester constamment à droite de l'axe des ordonnées doit s'éloigner à 
l'infini en restant à gauche de ce méme axe. Dans la formule 12) qui définit la 
fonction g;(x), on prend pour le contour L, une circonférence de centre O et de 
rayon Oa, le point a étant situé sur le rayon O c; entre «; et l'infini; pour le 
le contour Z; on prend le contour formé par la portion de droite am, m étant un 
point de Oa; de module supérieur à celui de «;, la circonférence s; de centre «; 
et de rayon «jm, et la portion de droite ma. Quand le point x s'éloigne à l'in- 


T . 7t 
fini avec un argument o compris entre ^ cv et z — v, on trouve alors 


54) gj (x) = Pj |5 a | 


é tendant uniformément vers o; cette méme égalité est vérifiée quand o appar- 
370 


2 


tient à l'intervalle {x + v, — »); si les fonctions w sont régulières à l'infini elle 


est encore vérifée, quand o appartient à l'intervalle (x — v, « + »); si les fonctions 
w sont irréguliéres à l'infini, elle n'est plus vraie dans cette intervalle que si l'on 
astreind le point x à s'éloigner à l'infini en restant à distance finie des pôles 
de g;(x). 

D'une facon générale le développement asymptotique, trouvé pour la fonc- 
tion f;(z) formée au moyen de la solution y;(y) régulière au voisinage du point 
a; racine de B,, quand le point x s'éloigne à l'infini en restant à droite de l'axe 
des ordonnées représente la fonction g;(x) formée avec la méme solution q;(y), 
quand le point x s'éloigne à l'infini en restant à gauche du méme axe. 


V. Les solutions f(x) sont indépendantes. 


Les développements asymptotiques trouvés pour les diverses fonctions f(x), 
solutions de l'équation aux différences finies formées au chapitre I, permettent 
de démontrer que ces fonctions sont indépendantes; autrement dit si f, (x), f, (x), .. . fp (x) 
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sont les solutions de l'équation r) correspondant aux racines « du polynome 5, 
non nulles et au voisinage desquelles les solutions de l'équation 2) sont réguliéres, 
il est impossible de trouver des fonctions périodiques 


TT) e le) 
admettant pour période l'unité, et telles que la relation 
Ta dio Tas ses ET fn 0 


soit identiquement satisfaite. 

Supposons tout d'abord que toutes les racines « soient simples. Quand le 
point x s'éloigne à l'infini dans la direction des abcisses positives, en restant à 
distance finie des póles des fonctions f(x) on a: 


; e (2j 1) 


fj) = In Ei + el, 
qj 
e; tendant vers o; la constante Ej 
Bi — aj (£* 5 — x) (Aj + x) 


est surement différente de o. 
Posons alors 


55) TL tm, 


m augmentant indéfiniment par valeurs entières et positives et ©, étant un point 
différent des pôles des fonctions f(x). Si l'on pouvait trouver des fonctions 7 (x) 
admettant pour période l'unité et telles que la relation 55) soit satisfaite on aurait 


(t£) eit) tte git a1) 
1 2 2 


57) T,(m) yat [25 +e] + T2 6.) gti [Ey + 8] "eos 


tip 10 pt) 


Ty (n) rape DER elc 


Soit «, celui des points «,,«,,...« dont le transformé «', est tel que la projec- 


tion de O'«', sur l'axe des abcisses est supérieure aux projections des vecteurs 
qt 


O'«,,...0'a,. Je multiplie le premier membre de 57) par il vient 


gata gia a1) 
1 
ainsi 
^ 1 C TT 
T, (2,) LE, 3r &] 0 


i tendant vers o comme eho’ h et k étant positif. On en conclut que le produit 
T, (v,) E) est nul; on a donc: 
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Ti(z,) = 0 


et comme le point x, est quelconque la fonction T,(x) est identiquement nulle; 
la relation 55) devient 


T,h ++ T$ = 0. 


En poursuivant le méme raisonnement, on démontrerait que toutes les fonctions 
T sont identiquement nulles. 

Quand certains des points « sont des racines multiples du polynome B, le 
raisonnement doit étre complété. 

Rangeons encore les points « dans l'ordre 


Cr ete (003) «esos 


tel que les projections des vecteurs O'«',,... O'«', sur l'axe des abcisses aillent en 
décroissant quand on passe de O'a', à O'«', et supposons que «,,...«;_1 soient des 
racines simples et c; une racine d'ordre de multiplicité /. 

On démontrera comme plus haut que les fonctions T,(x),... Tj 1(x) sont 
identiquement nulles et l'idendité 55) se réduira à 


58) Tres Lye Tiii Tif + Too 0: 
Or on a: 
ar gia 0$, 1*0 
hi QE. Aa] 
TA; „IT; 1+1) 
ME [un ^g J 
np s E p [A5.: us a]. 


En divisant le premier membre de 58) par «;, il vient, m augmentant tou- 


jours indéfiniment par valeurs entiéres et positives, 


TE (x) 


gti ltl 


4) pt (dg +1) 
cn; 1-F1) Ti)" 5 

7,1 ; > [Ls 5% = LÉ oes 
e [451 US &] 1 zs NONIS 





[A; ; + €] + n=0, 


n tendant vers o comme eh", h et k étant positifs. 
Je suppose que les nombres 


AGT VAG; 2 52-1 


sont rangés dans un ordre tel qu'en passant de 4j; à 2j; leur partie réelle n'aille 
jamais en croissant. 
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Multipliant par a’ il vient 
Tax) [A;,1 + el +7 =0, 
;' tendant vers o; or 4j; est une constante différente de o. 


On a done 


TE) 0 


et la fonction T;; est identiquement nulle. 

En poursuivant ce raisonnement on démontrerait ainsi successivement 
que 7;; 3 Tj;i-»,... sont identiquement nuls; il tombe toutefois en défaut si plu- 
sieurs À sont égaux; supposons que 





Ag = kg = + - = 4j,q—f41 7% ^jg—f- 


En multipliant par a)9'!. il vient 


T; g—fai [Aj ora + rl + Tj. ,—t«2 [Aj,g—t+2 + £g—f42] jest seg PAG. gels Eg] + =o. 
Mais on sait que: 
A}, —ajg + ag Lx ++ af (Lay 


Aj gt Sogar aiia es 


À : — 79 

Aj, g—fk1 = Qjg-f+1 
afj,af?,,...ajg-f4i étant des constantes surement différentes de o; on voit 
done que dans ce cas encore 7T;,,...7T;, 5,1 sont identiquement nuls. 

En général le polynome B, admet r racines finies non nulles; si au voisinage 

de chaeune de ces racines les solutions de 2) sont réguliéres on peut former r 
fonctions f;(v) solutions indépendantes de l'équation aux différences finies. Toute 
autre solution f(x) de cette équation se met done sous la forme: 


f(x) — T, f, 32275, Het defe; 


les T étant des fonctions périodiques admettant pour période l'unité. 

En faisant augmenter m indéfiniment dans la formule 56) par valeurs en- 
tières et négatives, on démontrerait que les fonctions g(x) forment également 
un système de solutions indépendantes de l'équation 1); si leur nombre est égal 
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à son ordre r, toute solution f(x) pourra également se mettre sous la forme: 
Ma) 1 ga ter ge 


T,,...T, étant des fonctions périodiques admettant pour période l'unité. 


VI. Développements asymptotiques quand x s'éloigne à Pinfini en restant sur 
laxe des ordonnées où à gauche de cet axe. 


Quand le point x s'éloigne à l'iufini en restant à droite de l'axe des ordon- 
nées, chaque fonction f(x) est représentée asymptotiquement par une série diffé- 
rente; il n'en est plus de méme quand le point x s'éloigne à l'infini en restant 


à gauche de ce même axe; nous étudierons tout d'abord le cas où o voisin de 


ZU . TT ZU 
2 est compris entre SE ve nV. 





Figure 3. 


Soit f, (x) la solution correspondant à la racine simple «, définie par la for- 
mule 7); le contour LZ, est défini comme au chapitre III; il se compose de la por- 
tion de droite an de la circonférence s, de centre «, et de la droite na; le con- 
tour L, se compose du cercle de centre O et de rayon Oa; je fais subir à ces 
deux contours les déformations suivantes: le point a vient en a, voisin de a sur 
la circonférence L, et du côté des arguments croissants; à partir de a, je trace 
une courbe C voisine de O c,, toute entière située par rapport à Oc, du côté des 
arguments croissants; partant de a, pour aboutir en p, voisin de «,, elle se ter- 
mine par un are de spirale joignant p, et «,; cette spirale fait en «, avec le rayon 
Oa, un angle »'. La transformée de la courbe C est dans le plan des z une courbe 


or 
bo 
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C' voisine de la droite a',«',, située toute entière au dessous de cette droite et se 
terminant par un segment rectiligne p',«', faisant avec a', «', le méme angle 1’. 

Dans la formule 7) définissant f, (x) le contour L, est formé par la courbe C 
parcourue depuis le point a, jusqu'au point m, compris entre p, et «,, par une 
petite portion de droite m, »,, par la circonférence s, de centre «, et de rayon «, n, 
parcourue en sens direct, par la portion de droite m, m, et la courbe C depuis 
m, jusqu'en a,. Le point m, se déplace sur la courbe C de telle sorte que sa 
distance au point «, tende vers o comme og’, 3 etant un nombre positif inférieur 
à lunité convenablement choisi. Le contour L, se compose de la circonférence 
de centre O et de rayon Oa, parcourue en sens direct à partir de a.. 

L'angle désigné par 9 dans nos démonstrations est égal à zc — »,, v, étant 
l'angle de m,n, avec a,«,. 

On a donc: 


9— n +t0=—v,+0. 
Or si 


Sy 


7U 
—— CS Oh VE 
2 


on a: 


7t 7t 
X VO VS VER 
" 


2 


Mais », est voisin de »'; si »' est supérieur à v, le rapport de la portion 


d'intégrale prise sur le contour m,m,,s,,m,m, à la fonction P, est représenté 
JDE 
: : ET : er 5 ‘ 
asymptotiquement par la série de terme général mut Quand le point z parcourt 
la droite p',«,, image de l'arc de spirale terminant la courbe C, la projection 
a : : : 7U TT ER x 
du vecteur O'z sur les directions de l'intervalle = E +») reste inférieure à 


a 


la projection de O'«',. Il suffit de considérer la figure pour voir qu'il en est 
encore de méme quand le point z décrit la ligne b',a',p',. L'égalité 47) subsiste 
done, & tendant uniformément vers o, quand o devient infini, & appartenant a 


: 7U TT 
l'intervalle 2 hr. 


La déformation des contours L, et L, dont il vient d’être fait usage est 
toujours possible quand » est suffisamment petit, à moins qu'entre O et a, se 
trouvent des points racines du polynome B,. Dans ce cas pour que cette dé- 
formation soit possible, il faut que dans la définition primitive de f, (v) au moyen 
du contour an,s,,na le point a; situé entre O et a, sur la droite Oa, ait été 
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évité par un demi cercle situé du cóté des arguments croissants par rapport 
à 0a. 

Si au contraire dans le contour primitif L,, le point c; a été évité par un 
demi cercle situé du côté des arguments décroissants, la déformation est im- 


. , . \ oe 7t Auen te 
possible; pour étudier le cas où o est voisin de — on est alors conduit à déformer 


le contour primitif comme il est indiqué sur la figure; le contour L, se compose 
de la courbe a,d,c, du cercle s; parcouru en sens direct, de la courbe c, b, d, , 
du cercle s, parcouru en sens direct, de la courbe d,b,c,, du cercle s; parcouru 
en sens inverse et enfin de la courbe c,b,a,. 

Si o; est une racine simple de B,, les solutions 
de l'équation différentielle 3) s'expriment linéaire- 
ment au voisinage de ce point en fonction de @;(y), 
solution régulière et holomorphe en o; et des p— 1 
autres solutions holomorphes en ce point, corres- 
pondant aux racines entières de l'équation déter- 
minante. En raisonnant sur le contour 5,c,, sj, c, b, 





comme on a raisonné sur le contour m,7,, $,, n, m, 





on voit que Figure 4. 


ye ot)dy- PS + S] ns 2], 


A; étant une constante et &,, c; tendant uniformément vers o quand o reste dans 


l'intervalle = —v, - + ». 


4 


Si entre O et a,, se trouvent sur la droite O«,, des points aj, ej41, . .. G41, 
on aurait en raisonnant toujours de méme 


y= 9 (y)dy = P, |s. + = + A; Pj B + | deseo Arr Pier [sia 4 E 


DT 
On obtiendrait done ainsi 


60) ae) 9p [s, Ar = ar A; P; [s + & dp Sana A;rı Pj+ı [sisi a —| - 


qu 


Les points c, a, .. . «54; transformés de &,, oj ,... «541, sont situés dans le plan 
des z sur une méme parallèle à l'axe des abcisses; si la direction o est à droite 
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- ; e 2 aj\* Q5 17 
de la direction positive de l'axe des ordonnées, les rapports (2) x in) tendent 
Cty a, 


la k t DES. . . . . n 
vers o, comme ee", h et k étant positif; si la direction o est au contraire à 
: : CAR TED CIENT TE 
gauche de cette direction ce sont les rapports |") » 2| 7— —] qui ten- 
Cj OG +1 Cj 
dent vers o dans les mêmes conditions, «j+7 étant celui des points «, situé sur 
O«, qui est le plus voisin de l'origine. 
Il en résulte que dans le premier cas on a: 


et dans le second: 


are e jl +1) 


6x) f(z) Ay pd EEE -— | gie qup PUN + =] = Aj41 Pur [sisi + <1: 


NS 
La direction positive de l'axe des ordonnées forme done coupure et la série 
représentant f,(x) change brusquement quand la direction o sur laquelle le point 
X WE x TC TENA se [Tt 7 5 
x s'éloigne à l'infini passe de l'intervalle C —Y, = à l'intervalle is Pe »). S'il 


a 


rope dc (7 . ; 
s'éloigne sur la direction — elle-même les modules de «7, aj,... aj4: sont égaux 


et la fonction f,(x) est représentée par l'égalité 60). 


á * TT TT 6 
Le cas où o est compris entre — ——» et — +» se traite de facon ana- 


logue; au contour primitif Z, on substitue un contour formé au moyen d'une 
courbe C située cette fois toute entière par rapport à Oa, du côté des arguments 


, . 0 t 7U . 
décroissants. La direction — — n'est une coupure que si entre O et «, se trouve 


2 


un point racine de B,, qui dans le contour primitif L, a été évité par une demi 
circonférence située cette fois du côté des arguments croissants par rapport à Oc,. 

Par un procédé en tout point semblable à celui qui vient d’être appliqué à 
la fonction f,(x), on démontrerait que la fonction g, (x) est représentée asymptoti- 


quement par 


quand la direction o appartient à l'intervalle FE», = +») où à l'intervalle 


l^ 4“ 


370 TT . . D . . n . 
2 — y, Sere ; la direction positive ou la direction négative de l'axe des or- 
2 2 


4 z 


I 
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données ne forme coupure que si entre le point «, et l'infini, se trouvent sur la 
droite Oc«,. un ou plusieurs points « racines de B,. On trouve ainsi un premier 


exemple d'une série 
2 81 zs |? 


a 5 5 4 C 0% 5 . ; 
qui, quand + s'éloigne à l'infini dans une des directions appartenant a un certain 


(2 , B AN. 
Er »| représente deux fonctions distinctes 


7 
7 
2 


> : va rst sc 
intervalle, à savoir l'intervalle [ — y, 


a 


à savoir g,(x) et f, (a). 


pa Ne ITI: tis Ü "E 
Quand la direction — ou la direction —- forme coupure, nous avons été 


x 


amené à supposer, que les solutions de 3) étaient régulières non seulement en 
@,, mais encore en tous les points « situés sur la droite O«,, que le contour 
primitif L, arrive à envelopper complètement dans la déformation qu'on est obligé 
de lui faire subir pour faire les démonstrations. Quand la direction 6 appartient 


e 7t NT IC N vd 
à l'intervalle ie Ty, x) ou à l'intervalle [— a, — = — 7] nous serons obligé égale- 


ment de déformer le contour primitif L, servant à définir la fonction g,(x), et 
nous serons amenés à supposer que tous les points « qu'il entoure complétement 
dans cette déformation sont tels que toutes les solutions de 3) y sont réguliéres. 
Ce sont là de nouvelles hypothèses qui n'intervenaient pas dans le cas où la 


1^ 


XS 


. . , 5 . . TU 
direction o était comprise dans l'intervalle (— — + », 


=»), puisque les demon- 


\ | 


strations relatives à la fonction f,(x) ne faisait intervenir qu'un seul des points 
a, à savoir le point «, qui sert à définir la fonction f,(x) elle-même. 


Supposons tout d'abord que o soit compris dans l'intervalle E +», aJ; je 


trace une circonférence S ayant l'origine pour centre et de rayon supérieur à O«,. 
Soit c,, €, ... Gj, Gj+1,-.« Cm les points racines du polynome P, situés à l'intérieur 
de cette circonférence et rangés dans l'ordre oü les rencontre un rayon coincidant 
d'abord avec Oa, et tournant autour de l'origine dans le sens direct; les argu- 
ments de «,... Gj, &j41,... Gm sont respectivement, 


(5, Wy, .. . Wj, Oj1, + + Wm, 


n’allant jamais en décroissant et compris entre w, et w,+ 2a. Je désigne par 
d,,05,... Qj, Qj41,... Am les points où la circonference S rencontre les rayons 
Oa,, Ou, ... Ou, Ocj41,... Oum. Autour du point a; avec «; pour centre, je trace 
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une petite circonférence s; qui coupe Ooj entre o; et a; en un point bj. Je choisis 
alors pour contour L,, le contour formé par l'arc de circonférence a, a,, la portion 
de droite a,b,, le cercle s, parcouru en sens direct, la portion de droite b, a, et 
lare a,a,. Pour contour L, je choisis le contour formé par la portion de droite 
a,b, la circonférence s, parcourue en sens inverse, la portion de droite b,a,, l'arc 
a,a,... etc.... la portion de droite a;b;, la circonférence s; parcourue en sens 
inverse, la portion de droite 5;aj, lare a;a;z1... ete.... la droite 5, am, l'arc 
dmna,, la droite a,b,, la circonférence s, parcourue en sens inverse, la droite b,a,, 
bare a02. 

Il est manifeste que par deformation 
continue les contours L, et L,, qui ont servi 
à définir la fonction f,(x) au chapitre III, 
peuvent se ramener aux deux contours de 
méme nom qui viennent d'étre définis. Ainsi 
la fonction f, (x) est encore définie par l'égalité 
7) où L, et L, désignent les deux nouveaux 
contours. Je suppose tout d'abord que les 
racines @,,... Um sont simples. 

Dans la transformation dont nous avons 
déjà fait plusieurs fois usage, l'arc a, a, par- 





courue dans le sens a,, a, devient une droite 


Figure 5. 


a',a', parallèle à l'axe des ordonnées, dirigée 
dans le sens des ordonnées croissantes; la droite a, «, devient une parallèle a 
laxe des abcisses a',c',, le point «', étant situé à gauche du point a',. Quand 
le point z parcourt a',a', b, la projection du vecteur O'z sur les directions o de 


; 7t nape x 97 - 
l'intervalle C dy, x) reste inférieure à la projection de O'a',. Il en résulte que 


2 


dans l'intégrale sur le contour L,, seuls les éléments relatifs à la portion de ce 
contour voisine de «, donnent naissance à une série asymptotique à termes non 
nuls. Pour former cette derniére, on voit que dans le cas présent: 


a — 0; 
il vient alors: 

9—u-4-60-—0—z. 
Or comme 


7t 
+ y LG<Y, 


2 


on a: 


t 
a 
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et l'on conclut que 


62) | ye q,(y) dy =P, ls. + = 


La 


&, tendant uniformément vers o. 
Considérons maintenant une intégrale de la forme 


> 


RENNES OUR 


Le contour L, se décompose en plusieurs autres tels que 
dj bj, Sj, b; dj, Aj Aj+1. 


Or ajo; a pour image une parallèle a';«'; à l'axe des abcisses, «'; étant par rap- 
port à a; du côté des abcisses négatives et ajajz1 une parallèle a';a';41 à l'axe 
des ordonnées, dirigée du cóté des ordonnées négatives. Quand le point z décrit 


ces deux portions de droites, la projection du vecteur O'z sur les directions de 
l'intervalle E V, x) reste inférieure à la projection de O'«;. Seule la portion 


d'intégrale prise sur le cercle s; donne naissance à une série asymptotique à ter- 
mes non nuls. Au voisinage de aj la fonction v; s'exprime linéairement en fonc- 
tion de g;(y) et des q— 1 autres solutions de l'équation 3) correspondant aux 
racines entières de l'équation déterminante; ces dernières, qui sont holomorphes, 
donnent des intégrales nulles et il n'y a plus finalement qu'à considérer 


Ij = m; | y* gj (y) dy, 


l'intégrale étant prise sur s; parcouru en sens inverse à partir de b; et mz; étant 
le coefficient de p;(y) dans l'expression de v;. Pour déterminer complètement ce 
coefficient, je suppose que dans p;(y), l'argument de y — a; est w;, quand y vient 
en b;, origine du contour s;; l'angle 9 est donc nul; de plus m;; n'est autre que 
le coefficient de p;(y) dans l'expression de v; au point 6; quand y partant de a,, 
point avec lequel est venu se confondre l’origine commune des contours L, et 
L,, décrit le contour L, dans le sens direct et vient une première fois en 5; 
avant d'avoir parcouru s;. 
Comme le contour s; est parcouru en sens inverse, il vient: 
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Si dans l'expression de v; on avait pris le coefficient de g;(y) quand y vient en 
bj, non plus avant d'avoir décrit la circonférence s; en sens inverse, mais après 
avoir décrit cette circonférence, il faudrait remplacer my; par ce nouveau coeffi- 
cient mi; 


64) m; = MU, j er?inh;, 
Mais l’angle 9 serait alors égal à 2x; on aurait 
V— TI +0—=0 +7. 


o LA 5 3 5 : . 
Comme 6 + zt est compris entre 37 +» et 27, il y aurait lieu de multiplier les 
5 P 


2ix?; 


coefficients E par € et l’on aurait finalement 


65) Lij = — mi; pj, =] 


expression identique à 63) en vertu de la relation 64). 

Supposons plus généralement que le point y au lieu de parcourir seulement 
une fois le contour ZL,, parcourt ce contour K fois en sens direct; l'intégrale 
prise sur le contour a;b;,s;,b;a;, a;a;;1 parcouru par le point y après que ce 
dernier ait effectué K révolutions autour de l'origine en décrivant L, est 


” 


TO _ geRaiz | ye dy. 


En désignant par mÍ5 le coefficient de q; (y) dans vf”) défini comme il a été dit 
à propos de l'égalité 63), on a 


TK OW aay $ \ 
115) = e Ka io y RI | y* qj (y) dy, 


d'ou 
3 7 CO) 9ia(Kr—À;) ej 
66) 19 =— mK) gt ACT Pj |s 4 |; 


Ce cas se présente pour le dernier contour partiel a, b,,8,,d,@,,@,a,. Finalement 
on voit que: 
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67) | y lu dy [mi er?irap, 5. 4 =) toe mage IP; |S; + à N 
Lo 


NN Em 1 = , , & 
+ M1, m Em P yn (Sn a d 4 mq) ghi (z—A) p, (S, | 
x , ; 


On en conclut que: 


68) | yt Udy = —[2. ein p, (s: ae =) 4e M; gi P; (s; + ide. 
+ MP dixie) p, (8, + 5 | 
z" 





en posant: 


69) M; = €, 711 70,5; + C, [73,1 Mi, 3r 2,2 m»,;] dg oS SH [y2, ON SEE DAT] mi] me IO 


3 Ó 7U TS 
Quand o est compris dans l'intervalle x etat. les coefficients 7 tendent vers 


\ 


o comme e?'** à l'exception de ceux dont les deux indices sont égaux qui tendent 
vers — r, les differences 7;;4- 1 tendant vers o comme e?/*7?; il en résulte que 
M; tend vers — A; et que l'on a 


70) M;=—A;+e 
avec 
71) Aj = ¢, fy; + C2 M2,3 +--+: + Ca Mais 


e tendant vers o comme e??”*, 
Tl vient done finalement 





x 


72) f (x) = P. (8. + &] —- [4p IS s pec dump, (5 + 3] m: 


+ AQ gite à) p, (5. 4 e 
Le coefficient A; n'est autre que le coefficient de y;(y) dans l'expression de la 
fonction u, en fonction des solutions de 3) correspondant aux racines de l'équa- 
tion déterminante relative au point «;, quand y partant du point a vient en 
décrivant le contour L,, se confondre avec le point b;; ce coefficient est défini, 
comme a été défini le coefficient mz; pour la fonction vw. 
On aurait pu définir la fonction f,(x) par la formule 22), 
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| So 277 
; Line —(1 2Kaiz —(K j 
22)  f,(2) =) y p(y) dy + | y" [ut e eg puse emn UD Jay. 
1 so 
En raisonnant sur w,«,... ud ... comme on l'a fait sur v;, on trouve pour 


chaeune de ces fonetions une égalité analogue à 67); comme les termes du second 
membre sont multipliés par eK, K étant un entier positif, à l'exception du 
premier, on retrouve ainsi l'égalité 72). 

Je considère les transformés «',, «&',, ... «m, «", des points o, &,... Gm, a, ei”, 
qui ont pour arguments @,, @,,... 0m, 0, + 2%; ces points sont compris dans une 
bande du plan des z de l'argeur 27 et parallèle à l'axe des abcisses; je trace le 
polygone convexe ayant ces points pour sommets ou les comprenant à son in- 
térieur; parmi ces sommets se trouvent manifestement les points «',, «",. Un 
mobile partant de «', et décrivant ce contour polygonal dans le sens direct ren- 
contre successivement les sommets, 


"n 
i* 


Jr r I ! 
QU Ef gs eee AO 


Les perpendiculaires aux côtés a’, a'r, «'pc'g,... dirigées vers l'extérieur du poly 
cone déterminent des directions correspondant aux arguments, 


Ps Lgs Rs s 
. 7U 
compris entre — et zr. 
A ys 7U > z 
Quand c est compris dans l'intervalle — +», u; — v les projections de tous 


les vecteurs O'«' sur cette direction sont inférieures à celle de O'«',; quand l’ar- 
gument o est compris entre us +», et ug — v, les projections de tous les vecteurs. 
O'«' sont inférieures à celle du vecteur O'a's et ainsi de suite. On en conclut 
que l’on a successivement 


fi) = P. [8 + Ji 


zm 
—9292inÀ Cr € 
f(x) — — Ape "TT P, [sr aus = 


73) 
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quand le point a s'éloigne avec un argument o compris respectivement dans les 


intervalles: 


7T 
5 +, up— v], (ug +9, ug — v), (ug +9, ug —),... (uj v, x —v). 


Les directions u forment done coupure; quand la direction o passe d'un des 
angles qu’elles déterminent à l'angle voisin, la série représentant asymptotique- 
ment une méme fonction f,(x) change brusquement; si o coincide avec l'une de 


ces directions, ug par exemple, on a, 


x "n 


74) fe) = — Ape tt P, [ss + | — Aye Ts P, |S, + | 


Les points « auxquels correspondent des développements en séries, interve- 
nant dans la représentation de f,(x) sont ceux dont les transformées «' sont les 
sommets du polygone convexe situés à gauche de la paralléle à l'axe des ordon 
nées passant par c,; ils ont done un module au plus égal à celui de «,; dans 
les démonstrations le rayon du cercle S peut donc étre pris arbitrairement pourvu 
qu'il soit supérieur au module de «.,. | 

Dans le dernier intervalle u;+», x — v, la fonction f,(x) est représentée 
asymptotiquement par la série relative au point ;«; quand x s'éloigne à l'infini 
dans l'intervalle (zc — v, zt) en restant toujours à distance finie des pôles des 
fonctions f(x), les coefficients M restent finis et l'on a 


75) f) = — ate tps 5] 


& tendant vers o sous la nouvelle condition que le point a reste à distance finie 
des póles des fonctions f. 
7U 


Le cas où o est compris dans l'intervalle [x +, ———v) se traite de 


facon analogue au précédent. La fonction f,(x) est alors définie par la for- 
mule 23). 

Le contour Z, est formé par l’arc à,,a,, parcouru en sens direct, la droite 
a,b,, la circonférence s,, la droite b, a, et l'arc a,am. Le contour — Z, a pour 
origine am; il se compose de 4m dm, Sm en sens direct, by 4m, dm am et ainsi de 
suite jusqu'à a,b,,s, en sens direct, b,a,,a;am. Ainsi tandis que dans le cas 
précédent le point a origine des contours primitifs L, et L, étant rejeté en q,, 
il est cette fois rejeté en a». On voit d'ailleurs immédiatement que les contours 
L, et L, primitifs ont été déformés sans que l'on traverse aucun des points sin- 
guliers des solutions de l'équation 3) et que la fonction f,(v) définie au moyen 
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des nouveaux contours par la formule 23) est bien la même que celle qui était 
définie au moyen des anciens. 

Il suffit de considérer l'image du contour L, dans le plan des z pour voir 
que les seuls éléments de l'intégrale prise sur ce contour qui donnent naissance 
à une série à termes non nuls sont ceux qui sont voisins du point «,; l'angle 9 


est égal à 27; on à 


J—wt+o=w+to. 


Or 
ig 
= 2 
done: 
£ 7U 
O0 € zt us Oise 
et il vient: : 
{> € 
76) y pily)dy — P, [s: + |: 
La 
L'intégrale prise le long du contour — L, se décompose en intégrales parti- 


elles, chacune d'elles étant prise sur un contour tel que 
aj bj, Sj, bj 0;, aj Qj—1- 


Je désigne par nz; le coefficient de q;(y) dans l'expression au voisinage de 
a; de la fonction v; en fonction de gj(y) et des q— 1 autres solutions de l'équa- 
tion 3) eorrespondant aux racines entiéres de l'équation déterminante, quand le 
point y partant de a, et décrivant le contour — L, arrive en b; avant d'avoir 
parcouru la circonférence s; en sens direct. Le point y arrive ainsi en b; avec 
l'argument w';—w;—27x. D'autre part dans l'expression de g;(y), l'argument 
de y — «; est o; il convient done de prendre: 


et en posant: 


il vient: 

5 M 
77) ie dy — n,;Qj Is a 2), 
avec 
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Si l'on avait pris dans l'expression de v; au voisinage de c; le coefficient de 
gi(y) quand le point y vient en b; aprés avoir parcouru la circonférence s;, il 
conviendrait de remplacer dans 77) n; par n';, 


Link; 
nj—=ne 3 


Mais dans ce cas l'angle 9 serait nul et l'on serait amené à multiplier les coeffi- 


9 


3 —2inà; au : 
cients EJ dans S; par € "^? de telle sorte que l'on obtiendrait finalement le méme 


développement. 
Quand o appartient à l'intervalle (— w+, — - 


-— ) les coefficients y ten- 


dent vers o comme e-?/**; en poursuivant le raisonnement on trouve donc, 


78) f,(x) =P, [s, + | BO, |. = =| ct POT [5 + À Fe 
+ B,Q, |s. 4 al 


B; étant le coefficient de p;(y) dans l'expression de la fonction w en b; quand y 
partant de a, décrit le contour — L, pour arriver une première fois en b;. 

Les points #’ images des points 9 se déduisent des points «' en augmentant 
de 2x les ordonnés de ces derniers; le polygone convexe ayant les points 3’ pour 
sommets les contenant à son intérieur se déduit du polygone des points «' par 
une translation d'amplitude 27, dans le sens des ordonnées positives; son sommet 
inférieur est le point «',. Je désigne par un, uj, ... ıs les arguments, correspon- 
dant aux directions des perpendiculaires aux côtés de ce polygone, compris dans 


D: zu 4 : : NT 
l'intervalle |— x, wa l’argument uwx correspond à la perpendiculaire au côté 





258%, l'argument «7 à la perpendiculaire au côté f';9'; et ainsi de suite. On 
constate alors que quand 6 reste compris dans les intervalles: 
7t 


(— 7 +v, ux — v), (ux v, uj — v), ... [us Re Ph 


a fonction f,(v) est successivement représentée asymptotiquement dans chacun 
d'eux par, 


f(x) = B;Q; [s + s] 


79) ES Be On [si d =} 
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Dans le cas où o reste compris dans l'intervalle /|— x, — x +») le point x 
restant toujours à distance finie des pôles des fonctions f, les coefficients y restent 


finies et il vient 


& tendant vers o sous la nouvelle condition que le point + reste à distance finie 
des pôles de f,(x). 

Quand o coincide avec l'une des directions singulières u, la fonction f,(a) 
est représentée par la somme des deux séries asymptotiques correspondant aux 
deux régions séparées par cette direction. 

Tl reste à examiner le cas où entre O et o, se trouvent sur la droite O «, 
quelques points «. Pour appliquer les démonstrations précédentes il convient de 
se reporter à la définition primitive des contours L, et L,; si dans la définition 
du contour Z, qui a été donnée au chapitre III pour le cas, où la direction o est à 
droite de l'axe des ordonnées, le point « a été évité au moyen d'une demi-circon- 
férence située par rapport à Oa, du côté des arguments croissants, on voit que 
dans la déformation du contour L, tout se passe comme si le dernier point om 
que rencontre le rayon tournant en sens direct autour de l'origine à partir de 
Ou, pour revenir en Oc, était situé sur la droite Oc, elle-même; si au contraire 
le point « situé sur O«, avait été évité par une demi-circonférence situé par 
rapport à Oc, du côté des arguments décroissants, on le considérerait comme 
étant le premier point « que rencontre le rayon tournant autour de l'origine; 
tout se passerait comme si le point «, était venu sur la droite Oc,. Il est ma- 


4 : À 7U 7U o j BA ER 
nifeste que les directions ^ et — deviennent singulières dans les conditions 
^ d 


mémes qui ont été indiquées plus haut. 

Nous venons d'obtenir les développements asymptotiques d'une méme fonc- 
tion f,(x) quand l’argument varie de — 7x a+. Si o était compris entre 
—x+2Kx et ~+2Ka, K étant un entier positif ou négatif, l'angle 9 —x +0 
serait augmenté de 2 Kv; les coefficients E seraient donc multipliés par e?Æti/;; 
mais comme les facteurs P contiennent a^ en dénominateur, les développements 
conserveraient finalement la méme valeur. Ce résultat devait étre prévu puisque 
la fonction f(x) est uniforme. 

Les directions singuliéres sont de deux sortes; ce sont d'abord la direction 
négative de laxe des abcisses et quelquefois sa direction positive; ces deux 
singularités tiennent essentiellement à la facon dont sont disposés les póles des 
fonctions f(x); elles sont d'ailleurs communes à toutes ces fonctions. Les autres 
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directions singulières, celles des perpendiculaires au côté du polygone convexe 
ayant pour sommets les points « ou les contenant à son intérieur, varient d'une 
fonction à l’autre. Ainsi la fonction f(x) correspondant à la racine « la plus 
voisine de l'origine, n'en admet aucune, ou plutôt la seule qu'elle admette se 
confond avec la direction négative de l'axe des x. Tout au contraire les solutions 
qui eorrespondent aux autres racines « admettent en général deux ou plusieurs 
directions singulières u. Ces directions découpent le plan en régions à l'intérieur 
desquels les restes « tendent uniformément vers o, si l'on en excepte la direction 
négative et quelquefois la direction positive de l'axe des abcisses. Ces restes : 
se composent toujours de deux parties dont l'une tend vers o comme une puis- 
sance négative de o et l'autre comme eho” h et k étant positifs; ils tendent done 
vers o comme une puissance négative de o. 

Nous avons supposé que tous les points « intérieurs à la circonférence S 
sont des racines simples du polynome B,; il est facile d'étendre les résultats 
obtenus au cas oü quelques uns d'entre eux sont des racines multiples de 
ce polynome, pourvu que les solutions de l'équation 3) y soient toujours ré- 
guliéres. 

Soit «; une racine multiple d'ordre p du polynome 5, jouissant de cette 
derniére propriété et soit une solution f,(x) de l'équation aux différences finies, 
formée au moyen de la fonction q,(y) régulière au voisinage de la racine «,; 
toutes les solutions de l'équation 3) s'expriment linéairement en fonction des p 
solutions @;1, $4»... (jp Correspondant aux racines 4j1,... 4j, en général non 
entières de l'équation déterminante relative à « et des q — p autres solutions 
holomorphes correspondants aux racines 0, 1,... q — p —1 de cette méme équa- 
tion. Si le point «, a un module supérieur à celui de «;, il se peut que le trans- 
formé «'; de ce dernier soit un des sommets du polygone convexe ayant pour 
sommets ou comprenant à son intérieur les points «', transformés des points « 
dont le module est inférieur à celui de «,. Il existe alors un angle sur les di- 
rections duquel le vecteur O'a'; a une projection supérieure à celle des autres 
vecteurs O'c'. Supposons qu'il soit situé au dessus de l'axe des abcisses; quand 


x s’eloigne à l'infini dans cet angle on a, soit 


80) f, (a) T Arne hl P} [s ie ES | en Ajo e 74,2 P [si EE | big Su 


a? 





quand aucune des fonctions @;, ne contient de logarithme, soit 
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81) h(zx)s Ae 951p [Sia + + — x | 


y iris p? US) = Sita 0052. Ge. 52 —2ini;o €» 
— Ayele h2 P ASE E: di; - (e 42 PiS;2) + Pje j en 
—2 1 d — Binds pl Qi 
— Aji|e EB Seh ds, se BIP Sr 
pan Be 

d em ( e P Sj. D en ep , 
dij x” 
dei 





y —2inA; D QU à: Links Pog \ —2ixi; p tp 
— Ajo |e DP PP ST Lec (e iP PF SF) + € | 
si certaines des fonctions ÿ;, contiennent des logarithmes. uand l'angle est 
J; 
situé au dessous de laxe des abcisses, aux égalités 80) et 81) se substituent 


respectivement les égalités 


w fle) = Bir @[Si+ 1] + BG [G+ 3] Bol set 2] 
et 

é 
83) fle) = Bin Q [Sha + 1 


+ Bo Sii tam 1,0 Sa + Qi =| 


spat 


5 qi-1 
+ Bu[Gist,* 31,08. aa OS as] 


Sg ds PSY E^ 
uir Bj, | OS: "pus digo Qj 5,9 Rr Qr 


Dans les égalités 80) et 8r) les constants 4;1,...4;, sont les coefficients de 
(ji. ...(jp dans lexpression de u 
a — pi (y) — ga (y) 


au voisinage de «;, le point y décrivant le chemin Z, en sens direct comme il 
a été indiqué dans le cas où «; est racine simple. Dans les égalités 82), 83) on a 


-1 
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acc] e u (44, rtl) 


I; 
Q; =" a^ Tl 
avec 
B; =a; 6? 
et les constantes B;1,...B;, sont les coefficients de qj, . . . Yj,» dans l'expression 


de la fonction u au voisinage du point a quand le point y décrit le contour L, 
en sens inverse. 
L'étude qui vient d'être faite sur les fonctions f (x) quand le point x s'éloigne 


EET ms 1 : 7 » 
à l'infini avec un argument appartenant à l'un des deux intervalles (^ + 2 K ir, 
7U 7 ; . A . 
TT + zK) ou (—« T 2Km, sut 2Kz|, K étant entier pourrait être reproduite 
pour les fonctions g quand le point x s'éloigne à l'infini avec un argument com- 


: 7E 2 TT : 
pris entre — — +2 Kr et zw 2Kz. Dans le cas de la fonction f, (x) nous avons 


pris pour former le contour L, une circonférence de rayon supérieur au module 
de a,; dans le cas de la fonction g, (x) on prend pour former le contour L, une 
circonférence de rayon inférieur au méme module. Les points donnant naissance 
aux séries asymptotiques représentant la fonction g, (x) se trouvent parmi ceux 
dont le module est supérieur ou égal à celui de «,. Tandis que dans le cas des 
fonctions f les directions singulières a sont situées à gauche de l'axe des ordon- 
nées, elles sont situées à droite du méme axe dans le cas des fonctions g (x). 


En résumé à chaque racine finie, non nulle, du polynome B, au voisinage 
de laquelle les solutions de l'équation. différentielle 3) sont régulières, on a fait 
correspondre un nombre de fonctions f et de fonctions g, solutions de l'équation 
aux différences finies, égal à l'ordre de multiplicité de cette racine. On a formé 
les séries asymptotiques représentant chaque fonction f,(x) quand le point x 
s'éloigne à l'infini en restant à droite de l'axe des ordonnées, et chaque fonction 
g(x), quand le point x s'éloigne à l'infini en restant à gauche de ce méme axe; 
dans chacun de ces cas les seuls éléments des intégrales définissant les fonctions 
f ou g qui interviennent dans la formation de ces séries sont ceux qui sont voisins 
du point « auquel ces fonctions correspondent. On n'a d'ailleurs formé les séries 
asymptotiques, auxquelles ces éléments d'intégrale donnent naissance, qu'en sup- 
posant que les solutions de l'équation différentielle 3) sont réguliéres en ce point. 
Si le point x s'éloigne à l'infini en restant à gauche de l'axe des ordonnées les 
éléments d'intégrales définissant la fonction f;(r) correspondant au point «;, qui 
interviennent dans la formation des séries asymptotiques représentant cette fonc- 
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tion, sont voisins de chacun des points « dont le module est au plus égal à celui 
de aj. Admettant qu'en tous ces points « les solutions de 3) sont régulières, on 
a formé ces séries asymptotiques et l'on a ainsi obtenu l'ensemble des séries 
représentant chaque fonetion f à l'infini. De méme on a formé les séries asymptoti- 
ques représentant la fonction g;(x) quand le point x s'éloigne à l'infini en restant 
à droite de l'axe des ordonnées, en supposant que les solutions de 3) sont régu- 
lières au voisinage des points « dont le module est au moins égal à cj. 

Le nombre des racines non nulles et finies du polynome B, est en général 
égal à l'ordre de l'équation aux différences finies; mais dans certains cas ce poly- 
nome peut admettre des racines nulles ou son degré peut s'abaisser; on peut 
rechercher ce que deviennent alors les fonctions f et g correspondant aux racines 
« qui deviennent ainsi nulles ou infinies et former les séries asymptotiques qui 
les représentent; ce cas particulièrement intéressant est celui des fonctions I(x) 


I . \ . 
et . La solution de ce nouveau probléme depend essentiellement de la nature 


T3) 
des solutions de l'équation 3) au voisinage du point à l'infini ou de l’origine; 
quand elles sont représentées au voisinage de ces points par des séries asympto- 
tiques normales de premiére espéce, on peut former en suivant toujours la méme 
méthode des solutions de l'équation aux différences finies, qui, pour les grandes 
valeurs de la variable, sont représentées par des séries asymptotiques analogues 
aux séries bien connues qui représentent la fonction ['(v) et son inverse. 


ORDRE DES POINTS SINGULIERS DE LA SERIE DE TAYLOR. 


PAR 
EUGENE FABRY 


À MONTPELLIER. 


o 
1. M. Hapamarp a défini l'ordre d'une série de Taylor f(z) = Dan 2^, sur le 

0 
cercle de convergence, dont le rayon est supposé égal à 1 (Journal de Math. 
pures et appliquées 1892, p. 165). Si la fonction f(e”‘) est finie et continue sur 
un are C, c'est à dire entre deux valeurs de 9; on dit qu'elle est à écart fini, 


si les modules des deux intégrales | nf(e”*) cos n 9d 9 et fie”) sin n 9 d9 restent 


inférieurs à un nombre J déterminé, sur l'are C, et sur tout arc intérieur à C; 
quelque soit », qui peut augmenter indéfiniment. 





: a us CRE : "UR 
Si q(z) — > — “2” est à écart fini sur un are C (ce qui suppose g(e??) fini 
> Nore 


et continu), pour toute valeur positive de s; p(z) n'étant pas à écart fini lors- 
que e<o; w est l’ordre de f(z) sur cet arc. On en déduit l'ordre en un point 
du cercle de convergence, en supposant lare C infiniment petit. L’ordre sur le 
cercle de convergence est le plus grand des ordres en ses points singuliers, il 


; : alia L|na A 
est égal à la plus grande limite de alge al. Nous supposerons cet ordre w fini. 
n 


Dans les cas les plus simples, l'ordre en un point singulier est égal au degré 
d'infinitude. Mais M. BoREL a montré, par un exemple, que l'ordre peut être 
supérieur (Séries à termes positifs, p. 77). J'ai montré (C. R. 6 décembre 1900) 
qu'il était nécessaire de préciser ces définitions. Je me propose ici de définir, 
dans tous les cas, l'ordre d'infinitude en un point singulier, et l'ordre d'infinitude 
dans le cercle de convergence; et de montrer que ces deux définitions doivent 
reposer sur des principes différents. J'étudierai ensuite les divers cas qui peuvent 
se présenter, et les propriétés qui en résultent. 
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I. Ordre d’infinitude aux points singuliers. 
Le) 


oo 
. wi + 
2. Soit f(2) — aa une série dont le rayon de convergence est 1i, et dont 


0 
l'ordre, sur le cercle de convergence, est fini; c'est à dire que la plus grande 
EN L|na : 3 SEA 
limite w de al an | n'est égale ni à + o, ni à — o. 
n 


Soit g un nombre réel, et &>o. Supposons qu'il existe un nombre positif 
fixe À, tel que 


a a 
2j 3-70 Wega Quo db sn 


ait un module inférieur à A, |S,|< 4, quelque soit n. 





VI I Nod NY Sn nc 
La série A est convergente. D =, + > =" — 
Amine (m +1): 8 ARS en n° 
& 

SET I À NS AL 
SA er —| est aussi une série convergente. 
cs n (nr) 


n 
: AE SO € q 
Inversement, si la serie Ww "^" est divergente, les sommes S, ne restent pas 
ae yd te = 
1 


toutes finies. 


"n 


a 

: Br a : 

Il existe done un nombre p, tel que la série De soit convergente, pour 
1 


n 
ed: a aide ; 
toute valeur positive de &; et que les sommes > =i ne restent pas finies; de 
mP— 


oo 
Jon Ane ie T 
sorte que la série Zi yes est divergente. 
1 


A toute valeur positive de c correspond un rang à partir du quel on a 


€ 
0—1-; A SN 7 
las] €» 2, Donc la série > SE est convergente D'autre part, il y a une 
ne 
@—1— : 4 a 
infinité de termes tels que |a,| > n 2. Done, la série D ^ — est divergente. 
n° — 1—e 


Il en résulte: 


DEP > 


3. Supposons encore |S,|< A, quelque soit n; 
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De sorte que le point z peut se rapprocher de z — 1, par un contour inté- 
rieur, et non tangent, au cercle de convergence, mais formant avec la tangente 
au cercle un angle aussi petit que l’on voudra, si le nombre fixe k est choisi 
assez grand. Nous allons étudier l'ordre de grandeur du produit (1 — z)? f (2), en 


supposant q 7 o. On a: 


[7] [77] 


oo D 
NS Nr ar 
Ne) DS za = D (Sn — 84 1) 222" = a, + D Sn [n2 z^ — (n + ı)@2r +1] 
0 1 1 


puisque S,n22* tend vers zéro, pour n= ©, si o<1. 


oo oo 
f(z) =a,+ (x c ei) NS nd 0” envi + \ Se [n4 o^ + (n s 1)? 0% + 17 en +1)9i 
1 1 


rl \ 
If «la; + 24 |n Ime — Anse" — (n + 1)£o^ +1]. 
1 1 


n?9" augmente d'abord avec », puis diminue lorsque n > = , ou g?<e-2. Soit 
m0 


N le nombre entier pour le quel n%o” a la plus grande valeur 


Samer Ne 
Lo EIN < Lo Te 
On a 
N—1 
D (in JE 1)? g^" t! — na g") = Na9N — o 
1 
Mnse — (n + rnt!) = NaoN 
N 
x q 
Nite — (n xen] — 2 Neg — o < 2 | q | 
— eLo 
et: 
Ni A 
Yu 0n «| aot dx 
1 1 
Du uices Jasgar 


N+1 N 
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Le] on 
oo > A 
a2e-*da 
N n2 07 < NaoN | 4ordg — N2oN Li CNN 
< - Ja£ozda = NIoN 4+ — — 
=" o" < N29 u ord Ca SER 


0 0 


THAN gs LU hin) pate te a ET S Et) 
— AN No a 4 ee 
cse es er. (2) D =e | 


Heels + AA TE + 2a) 


€ 


q 


a oil —o + AR[( 





Ta. 1)| + 24(2)". 


Le produit (1 —o)2|f(z)| reste inférieur à un nombre fixe, lorsque |z2| — o tend 
vers I. 


Pre 2 + E ;sin?? < Vr + ok 
(zoe 








Donc, le produit (1 —2)2/f(z) a aussi un module qui reste fini. Le produit 
(r—z)?**f(z) tend vers zéro, si z tend vers I, par un contour non tangent au 
cercle de convergence. 

4. Supposons q négatif: —4 «q « 1 — à, À étant un nombre entier positif, 
et S, restant fini (n° 2). La série In-2- 0, sera convergente. Nous suppo- 
serons: 


o» 
9 M y 
Nan =0, °°: > n^—lg, — 0. 
1 


[es] oo 
Al "ul 
Na, — 0, > NAn = 0, 
0 1 


-Ms 





C'est à dire que f(z) est nul, pour z — 1r, ainsi que ses 4— 1 premières dérivées. 
On peut toujours remplir ces conditions en ajoutant à f(z) un polynóme de degré 


4— p». On a alors: 








eo œ = 
f(z) = Dar - Sas (2^ — 1) — (z — 1) Dar A A gos zei), 
0 0 1 
Posons: 
= co 
qt) - 16. = Yao 
0 
bn An+1 An+2 . =A) +- a, + So + An. 
On a 
© oo 
D, Inn © siA>ı 
0 0 








oo 
n(n—ı : 
Wn b, = Das m a 0, si À > 2 
1 
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et ainsi de suite, jusqu'à 


oo mn 
SITE \ 1—2 1-2 1-2 
Din, — Na. + 2? san een LT) =") = 


0 
car le coefficient de a, est égal à un polynôme en n de degré 4— r; et cette 
série est une combinaison linéaire des 4 séries supposées nulles. 


D'autre part, on a: 


v5 N I I | I I , 
n 1 NV 
URSS, Fe Mu T A ee e d ode 
Dia a | gti ü Dal zz : iem dun In: 
1 n=2 m +1 


Et comme a, — n2(S$, — S, 3), |S,| « A 


A N NOI Ww I 

n = qj 4 = = L—- 
9E 4 = 298, + Xi] rn) n? 2 a 
1° 1 


18 we itl 
2 1 
m 
a ' Le 
— [Sm aln te 1)2 — (m. 2) Sm 2 ((m + 2)? — (m + 3)2) + Pe IY 
1 
Cette expression reste finie, quelque soit m. En effet, si 0>9>—1, ona: 
am. 

NOI | CL NER: 

wl 7 +1 PUES ~~ gmt 

1 0 


La fonction (1 +x)7—1 — qx augmente avec x, a partir de r—o. Si 


o«ne —(n + 1)? < — gnIT 1 








"n n—1 n 
I I I ET 
GONE DS IRSE Ben — IN [44 qd wo 
(n +1) Am Ql nat! n ı (n ip) Am gti © 
1 1 1 
Le coefficient de S, étant positif, on a: 
m b m 
n I 24[m - 1? 2A 
— Alm N == < . 
Za ( cx uis —qi m UT 
Si q « —1, on a: 
m +1 
NOI x dx I 
di nit q4*1  — q(m 4 1)? 
1 0 
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NI da I 
wmingti~ J agtl — — qma 
1 6 
— qna-!> m —(n+ 12 >—gna-ı — BL ) na 
2 


On en déduit: 


NI TU ENG GET | 
[nt — (n + Pre ; = Ce me | 
3 | 


n 
ae f SUE e i RD q n | 
patent OD pen ee 
T 


: — | n M 
puisque 0 > TRS q et [. iL | Sm 
2 7 +I 


q N n-—1 E. ; q 
5 | «inei = =P E T «i n | 


n? in +1 Hi cH nett n? \n +1 
m m m oo 
q 
ws c aA +4 su ee 
— 4 : Alm zo) ——— D — | —— 
IK ain? \n +1 ( a itl Tan n+tı 


n 


b se ^ : 
les sommes Zn restant finies. Et comme q-- 470, le produit (1 — o)2f(z) 


1 
reste fini, ainsi que (1 — z)7/(z), lorsque z tend vers 1, par un contour intérieur, 
et non tangent, au cercle de convergence. (1—z)%+*f(z) tend vers zéro. 
5. q étant positif, et o <£ <q, supposons que l'on ait, pour toute valeur de 
z telle que |z| - o € 1: 


(1—g)-*| S asz^|« A. 
0 


Il résulte d'un théoréme de Cauchy que l'on a: 
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(x —0)2-* o" |an|< A. 


J'ai donné une généralisation de ce théorème (C. R. 8 novembre 1909), en mon- 


trant que, quels que soient n et 4, on a: 


i L( +1 Ef 
(I —e)2—*| ano” a4 19" *! + + @n+ 20" *^| «24 (x ne ) < A'L(A + 1) 
[x I 2 
AS = A 
A ls T y ^0 
Posons: 
ul 070° an Bot set vs + An+10 t^ 
et 
Umm An +1 E An + À on Tr DT, , T;—T;.i 
ne nel Be D +0 EXE ER 3 2 
Q2 (n+ 1)2 fn +22 no (n + 1)20*+! (n, + Ag o" t ^ 
I T I I 
=T —— up Bes ap MET + 


(n ae = r)£g" + 2—1 . (n + Ay o^ +, 


I 


“\nton (n+i)to"ti 


tT Nager 
TR 
no" augmente avec n, si m» — 7 . Prenons p—e "-*?. Les coefficients de T,, 
Q g ZE 0 4 
T,,---T, sont tous positifs, et ont pour somme oos 
A! A' > 
I7,1=lar|o” < (1 — o)a=e' ITil< Gem: L(A+1) 


A"L( 4 1) 








Uc ————- a 
LOTS gans — gr 
lea Cael : x é ; : ; 
Une diminue, si x augmente à partir de zéro. Si n +471, on a: 
7 4 
em D frin n Bee 
nen 
7L 
g'—e nti»e-td, 
IU|« 4'e2 [t EE 
(r—e-9)8| m (n + A)* ' 
. ‚L(A+1 s . , : 
Si A €», |U|« A' AED) os A reste fixe. Decomposons U en une suite de 


(n + A): 
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sommes de termes successifs commençant aux valeurs m,— », n, —2n, n, = 2?n, 
Ni —2"—-1n, n-- A«2"n. On aura: 


\ 
zt TE wat Sty 
2n) ir 2€ 224 + 2( — le | 


|U|« A" (En, Ln t L2 n Ln +2L2 Ln + (v — 1) L2 
( ii > 


RENTAL (2) 


Jtr pcd c atu. Da SES 


U reste fini, quels que soient » et À. 
: 5 ^ a, An Ac 5 
Inversement, si les sommes $,— a, +, +-:: +, ne restent pas finies; c'est 
2 n 


a dire s'il existe des valeurs de » telles que |S,,| soit plus grand qu'un nombre 
a 
NAE E 5 = SEEN T ; ó ; 
donné quelconque, le produit (1 — g)?^* 3 a,z" aura un module qui peut dépas- 


0 


ser tout nombre donné à lintérieur du cercle de convergence. Le module de 


oo 

«i , r # 
(r — 2) 6 Dane pourra également dépasser tout nombre donné. 

0 


6. Supposons que z—1 soit le seul point singulier du cercle de conver- 
gence, f(z) reste fini dans la portion du cercle de convergence extérieure à un 
cercle de centre 1, de rayon aussi petit que l'on voudra. Supposons, en outre, 
p»o(n?2) Le module de (r —z)?—*f(z) peut dépasser tout nombre donné dans 
la partie du cercle de convergence intérieure à un cercle de centre r, de rayon 
aussi petit que l'on voudra. D'autre part (i—2)?**f(z) tend vers zéro (n°3) 
pour z=1, sur tout contour non tangent au cercle de convergence. Il semble 
naturel de considérer p comme l'ordre d'infinitude de f(z) au point singulier 2 — 1. 
Cependant il peut arriver que (r—z)?-*f(z) ne devienne infini que pour des 
contours tangents au cercle de convergence, et tende vers zéro pour tout contour 
non tangent au point r. D'autre part, si on développe f(z) dans un cercle tan- 
gent intérieurement au premier, au point r, il peut arriver que le nombre p di- 
minue. 1l est done nécessaire d'examiner les conditions oü cette définition sera 
précise. 

Pour évaluer l’ordre d'infinitude au point r, si on ne prend que des con- 
tours non tangents au cercle de convergence, l'ordre sera au plus égal à p. 


7. Soit, en général, f(z) — Ya,z» 
0 


b, =a) + a, + b da. 
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Soit w l’ordre de f(z), sur le cercle de convergence, c'est à dire la plus grande 
T L|na ; P L|nb 
limite de LR et 2 l’ordre de q(z) ou la plus grande limite de Inbul, 

Ln Ln 
On aw<2. 

En effet, au nombre & correspond un rang à partir du quel on a: 
S 1 
|o, | «n2-1** 
lanl Son — bn | 20255 on « 2(n — ı)? * *, 


L(n — x) 


suivant le signe de l'exposant $2— r--«. Comme Ta 


tend vers r, on a, 
dans tous les cas: w< 2. 


Siw>o, on a Q<w+r. En effet, au nombre & correspond un rang q 
tel que 


AE re 
On = bg + Gg 41 + Ag42 + ee st re 
AMIE GES (gr 2)°— re es notre, 


Comme «o + e>0, quelque soit le signe de w + «— 1, on a: 


n +1 va 
= DUE) 
aaa fn de [Baer ry 
rl I lb, | 
n o+1+e - — — = Z 
[nbn] «n | n (9 + € 5 (n + rors 


Si, et q restant fixes, n augmente indéfiniment, on voit que 2<w + 1 4 «, quel- 
que soit e. Donc: 9 <o +7. 
Si o « o, à partir d'un rang déterminé |a;| < n?—-! **. On peut supposer w + e < 0; 
on e 
done la série poa. est convergente, et 5, — Dar a une limite déterminée, pour 


0 0 
n—. Supposons cette limite nulle, ou 


f(x) — Da 0. 
0 


Alors 





bn =a, +a, +: +an— An +1 An +2 


A partir d'une valeur déterminée de n, on aura: 
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oo L 
E + N no: 
ld.| < > no —1l+e e qa9—lt£&gg — — - 


n+1 


& + € 


On a encore Q «€ « +7. Mais il suffirait de changer la valeur de a,, ou d'ajouter 


une constante à f(x), pour avoir 2 — r. 
Ainsi, à condition que f(r)- o, lorsque w<o, on a, dans tous les cas: 


t€ € Q € w + r. 


8. On a: 
An = On — bn —1 
So ad, NN Ge AOL E PAU ER 
Lt AU na HEAT 24 al ng Ina) ng 
abe € e 0—1 bn I 
Soit gQ—Q+1—2e>0. Sin est assez grand, on a: |5,|« »?—1**, EST. 





b ; 
sd tend vers zéro, pour n=, 
2 








I BE’ b, i; Jai tique) (TE) | 
bn n9 (n+ Ss ps E un b n° 


ED 
La série Y, —— 


: 3 ng tn 40 
es 3 7 f € > 7 26 : 
xd est convergente, ainsi que la série > a Si p est le nombre 


défini au n° 2, on a: 
p< 2-1. 


D'autre part, supposons que q ait une valeur positive; et que |S,|< À, 
quelque soit ». On aura: 


n n—1 
Y U 
be > An = A, + n4, + > S, (nt — (n + 1)2) 
0 1 


n —1 
|ó4| «A + Am2 + A > ((n + rg — n1) = 2An9. 
1 


Donc: 
Q «€ q- 1. 


Si p est positif ou nul. 2<p+x1. Par suite: 


Q=p+t. 
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{ À 7 


oo 


= ; ; Y : , 
Si p est négatif, nous supposerons Nds o. Soit p<g<o; on aura: 
0 
n o op oo 
1 | wl = - H 
b, — > An = — > An — D (Sn—1 — S4)nt = (n + 1)28, — > S4 (n2 — (n + 1)2) 
0 n+l n +1 n +1 


car n2S,„ tend vers zéro, pour n= c. Il existe un nombre A, tel que |S,|< A, 
quelque soit n, et |5,| « 2 A(n + r)2. 

On a encore 9 € p +1, et Q — p + r1. 

Dans tous les cas, à condition que f(r) =o lorsque p <o, on a p — Q — 1. 

Mais, lorsque p<o, il suffirait d'ajouter une constante à f(z) pour avoir 
Q=ı>p+n. 

A la fonction 


f(z) 
T 


= correspond un nombre P<. Mais il peut arriver que 


Pon ait P<, ainsi que nous en donnerons un exemple. 
9. Soit p le nombre défini au n?2, qui peut étre positif, négatif, ou nul. 


Supposons p > w— . 


z 


Soit 


. A 2% , 
Soit x un nombre réel, o <x< 1 et er Formons le développement: 





He) = fle + y(t —2)) = À ge CLE foa) = sy 
0 


L2: 
0 


Si z=1 est un point singulier, le rayon de convergence est encore 1. Soit: 














m Ÿ Din Ÿ (1 by" v ana, v 1) (m uen) 





NT m uo m I.2--(y—m) _ 
m=1 1 v=m 
oo 929 
: jJ 3pm? y(» —1i)|r— x|*rI v(v —1)--(r—n-41i)[r—z" 1 
E eoe EI ss | =, 
1 TE" T2 GB 28 1.2... uam? 
Ve 


Nous allons étudier l’ordre de grandeur de T,, en supprimant des termes dont 


la somme restera finie, quelque soit ». A partir d'une valeur déterminée de », 
1 


on a |a] «no-:*e— 4. 2 * 
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ze v(v—1 
Les coefficients — —— 


(»—u +1) [1—%\" 
— — —| augmentent avec u, tant que 
= - 


EE 
T OT 


h 


u<(1—x)(r +1). Supposons cette condition remplie, et » assez grand. Posons 


alors: 


/ 


x Yv(r—1)--(r— gu 1) [r— 2|" 1 
Lp |a; | 1% ps —- zu = (~ | 1 





Del | x ud 
i | 
1 
iE cure moa ngos a 
» = = — = —— re 
T2256 Fe zu 
v I eI 
ye 4 ete 
5 ES reste fini. 
jplqrI, Dine des reste fini 
1 1r 
ucl 
Hn 
e RS da u + ri-s 
Sig<ı, D—<|— EAS 
u? qa I—Q 
1 
0 


lu 
d 


Qe N I dx = 
S — 7, S xs | Soe i E 
Pind 3 = u cu ow n bs 


1 


2---9 , 
tend vers 1, pour 2 — c». Il en résulte que 


n / ME 
| Vian 
e| 


1.2 uM V^ MAI dB y 
ple gers | y—u u u(v—u)' 


A restant fixe, quels que soient les nombres entiers » et u, vr > u. 


T = 
q— 8 Ue I Ele 12 
(cA actes | pau en 

| 2 iu (v — u) 


u 


Le rapport 








Et: 





où A est un autre nombre fixe: a=o si g>1, «a—1—gqsig<1,eta—=esi 


q =I. 


: h : 
Soit uw — v(1— x)—h, — tendant vers zéro, pour » — oo. On aura: 
T 


1 1 
q—,—t hes h h—v(ü—z) gi I 
Aa 2 LE | D———— DOR 
Vx v(I—2) : Via 
4 Ley ESAE EO 
LÉ yt 35493265 Wale) brea 
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Sih>VKvLv, cette expression est de la forme 


K 
Alpe a rasta) 


qui sera le terme général d’une série convergente, si K est choisi assez grand. 


r 


Il suffit que a = soit au moins égal au plus grand des deux nombres ı et 
RE Ga 


g. On peut ainsi supprimer, dans 7,, tous les termes tels que u. < »(1—x) — 


—VKvLv; la somme de ces termes reste toujours finie. 


» " ——— A , 
De méme, soit uw — v(1— x) +h, h>VKvLv, — tendant vers zéro. On a: 
: 7 














NOIRE 
E I Zi tl x ug 
m 
1 
—5—t€ v(»—I)--(vw—u+ı I— x“ I T T 
d abe 2 a” s l 1) (pi ut = ) | zer +: 1 | 
joe ser % ue (ae x)? yd 
nee EE NO PT RE A LE SE | 
ATEN | — | opp mr AS 
y—u u x pu (v — u) 
—h—v(l1—2x) 





h2 h3(1—2.2) 


g—-l—etap 2vx(l—a) Mala. 
) € 





— Va(r— a) 


expression de méme forme, qui est le terme d'une série convergente. 
On peut ainsi remplacer 7, par 





oo 
) 
E: LN 
7 > x dy 2 


v=1 m 


En tex) EE 


TT p? ud 


où « ne prend que les valeurs comprises entre »(1—x)—VK»Lret (rx) + 


+ VKyLy, teles que u<n. De sorte que 


v(x—z)—VKvLv«n 


y d 








n n | Kn L.* K Ar n | 


= = = = l y 
I—4 (r— x) emo m) I—c 


Les autres termes de ce développement tendent vers zéro, pour n= c. 
Siu—v(r—x)+h 
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I I | qh q(q + 1)? | 
ILI da 2 SS len. 
ut — y8(1— x) y(r—zx) 27(1— X) 
Rate A 
[ut = »2(r— x) yd v 





où A reste fixe. 





p 5e 2 "T p 
n y u=0 
22 I I 717. 
Si, dans 7T, on remplace , par 9r la différence des deux valeurs 
u VAL EN 
a un module plus petit que 
NI —s À Ly — 4 aV Ly 
pn yd y x plte 
1 1 


augmenté d'un nombre fixe, provenant des premiers termes a,. Comme cette 
serie est convergente, on peut remplacer 7, par 


v M 


(v — x)---(v—u + dE zi ET 
y&( 


1.2. u x r—«)s 


A partir d'un rang » déterminé, chaque terme a un module inférieur à 








led uer — #5 
"t y(t — x) 1 
(r— az) v? 
N (DA E N : Kn n 
Si > = il ne reste qu’un nombre de termes de l’ordre de pamm SE , 
Tomb ee 


dont la somme est inferieure & 
al E "n 
— - - Viet 
(r— x)!*!—*m* I—ac 


: n 
On peut donc supprimer ces termes, et supposer » < — —. 
ce 


De méme, si 
v(1i—2)+VKvLvy>n>v(i—e) 


on a supposé «<n. Mais, pour les termes tels que u>n, on a: 
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v{i—x)<n<u<w(r1—x) + VKrLry, 


n Kn n K n 
Re = D a(x +Z 
I—2 (r— x) Txtemos2(x-s) I—X 


Si on ajoute ces termes à T7", à chaque valeur de » correspondent des ter- 


mes dont la somme a un module inférieur à —————,—-: v prend un nombre 
yet: 
(r—a) v2 
, Kn n : 
de valeurs de l’ordre de ——, L _-:_ La somme de ces termes est in- 
(r—z)'" r—c 
férieure à une expression qui reste finie, et tend vers zéro pour n= ©. 


Late n 
On peut ainsi prendre 7" avec tous les termes tels que » « — —, eb u 
I—@ 
compris entre les deux valeurs v(1 —2) + VKvLr. 
Mais, si on fait varier « de o à v; on ajoute à T' les termes où # varie de 


de o à v(z—z)—VKvLv et de »(1—x) + VKvLv à v. Le coefficient de 


a, j 3 
___—" ___ est augmenté d'une somme de l'ordre de 
yd (1 — x)? 
1 Kx 
y 2 2z(1—z) 
ee oce Koos 
ce qui donne un produit de l’ordre de » 221-2), La somme de ces ter 


x 


mes reste finie, et l'on peut faire varier u de o à v. 














sme a N VP T): Deut I—a|" I Gy 
» va(ı — x)? = T z (r— x)7 v1 
u= 
: de Tum IY) 
où v prend les valeurs entières inférieures à : 
I—2 
eg a un module inférieur à un nombre fixe, quelque soit n, 
: n 
si —1<N< —— 





Si q» p» o—-, S, reste fini, 7’, reste aussi fini. Si p> g>w— 2 | S, | ne 


reste pas fini, mais le terme général ^' ar " tend vers zéro. Si n augmente d'une 


unité, N augmente d'un nombre limité, Sy ne reste pas fini, et 7, ne peut pas 
rester fini. A la fonction f(x + y (x —2)) = 35,3" correspond le méme nombre y. 
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m I à , 
Si p>w—~, ce nombre p reste le méme pour le développement dans tout 


cercle tangent intérieurement au premier, au point z — 1; p peut alors être con- 
sidéré comme l'ordre d'infinitude au point r. 

Si p «o, cette définition suppose que f(z) est nul pour z — 1, ainsi que ses 
dérivées d'ordre inférieur à — p (n°4). On peut toujours remplir cette condition 
en ajoutant à f(z) un polynôme de degré inférieur à — p. 


Si pXo— 


—, ce nombre ne sera l'ordre d'infinitude, qu'à condition qu'il 
? 


reste Je méme dans tout cercle tangent intérieurement au premier, au point 
EE 


An 


X Ent 
ner € z 


10. Au point z — e?! correspond un nombre p, tel que la série > 
: a pee, ERS 
soit convergente, et > = ,€?: divergente. On peut ramener ce point à z — 1 
np : 

par un changement de variable. 

Si p reste le méme pour le développement de f(z) dans tout cercle tangent 
intérieurement au premier au point z — e??, p sera l'ordre d'infinitude en ce point. 
Si p<o cela suppose qu'on a d'abord ajouté à f(z) un polynôme tel que f(z) 


soit nul pour z — e??, ainsi que ses dérivées d'ordre inférieur à — p. Sip<w —-, 
ce nombre est l'ordre d'infinitude. 

A chaque point du cercle de convergence correspond un nombre p o — r1. 
Soit P le plus grand de ces nombres, ou leur plus grande limite s'il y en a une 
infinité supérieurs à w—zr1. On a toujours p € P, et il y a des points tels que 
p>P-e Si P>o—-, ce nombre P est l’ordre d'infinitude maximum aux 


points singuliers du cercle de convergence. 
Si P<w—~, il faudra considérer, en chaque point singulier, des cercles 


tangents intérieurement au premier, pour définir l’ordre d’infinitude. 


II. Ordre d’infinitude de la fonction. 


: A d 5 un: 
11. Il existe un nombre Q tel que la série Del soit convergente, et la série 


lea: F 
en: divergente (n° 2). On a toujours: 
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; ER RUA By : : 
Si P= la série I." _endi est uniformément convergente, pour toute va- 
, y= nP+: } 


leur de 9; cette fonction de 9 a un module qui reste plus petit qu'un nombre déter- 
miné fixe. 


5 ; ? : 2 NN, : 
/ 7 > " n Ay n ni Tant nae Mo 
Mais, si P«Q, il peut arriver que la série b Pree” ne soit pas unifor- 


mément convergente. Cette série trigonométrique peut étre une fonction discon- 
« 


tinue de 9, ayant une valeur déterminée pour chaque valeur de 9. Cette fonc- 
tion peut alors augmenter indéfiniment dans le voisinage de 9 — 9,, bien que la 


ae a ne pee LF: 
série Pa aaa €^?! soit convergente, et prenne une valeur finie. Dans ce cas, la 


3 va us 
fonction —5.—2^ pe reste pas finie sur le cercle de convergence, son module 
pe g 
nP+e — 


peut dépasser tout nombre donné. Il faut alors distinguer l'ordre d'infinitude 
maximum aux points singuliers du cercle de convergence, et l'ordre d'infinitude 
de la fonction dans le cercle de convergence. 


a 
DIU NET az: 5 , ET " Fj 
12. Supposons que la série mes. soit uniformément convergente pour 
0 
o X49 «27; cest à dire que, a toute valeur de e£ » o, correspond un nombre n' 


oo 
a < | = 

te] que Dee vil <e, pour toute valeur n>n', et quelque soit 9. Ce nombre 
nm ‘ 


n' ne dépend que de e, il est indépendant de 9. Il existe alors un nombre A 


Ne : 
tel que pe e??:i| <A quelque soit J. 
1 


An — 


Si a>o, la serie Bc en? est aussi uniformément convergente; en effet, 


or 

D 
N An er et — R 
m q == n 
n+1 


soit 9 une valeur déterminée, et 


Ane” Oe n4 (RF, 4 FX Rs) : 


jd a oe 5 
La série SE e"?! est convergente (n° ro). Soit: 


R eee ; 
R' > Breq "em Nip 
n mata (n 1) 7 | ne (n 4 ry ; 
n+l n+1 


Si » 7» »', nombre qui correspond à e, on a |R„|<e, et 
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Supposons n n' et n +1>2*, on aura|R',|<e. n est indépendant de #, la série 


est uniformément convergente. 


5 e y An BR: : , 
Il existe done un nombre g tel que la série zo e"?! soit uniformément 

= - Soi ucl SUI I Od ae < i 2 
convergente, quelque soit s»0, la serie I ncs n'étant pas uniformément 


convergente. On a: 


P € q X Q. 


An 


oo 
Au nombre e correspond un nombre 4 tel que | > es 
n 


zen 4 <A qelque soit 9. 


oo 


; € ; I Ges 
13. A étant un nombre fixe, supposons inversement que l'on ait 27 (GaN Wee 
n 
1 


3 : dk QM 
quelque soit 9, ce qui suppose la série > 2 e””? convergente pour toute valeur de 


3. Il en résulte que, pour toutes valeurs de n et 4 r, on aura (n° 5): 


Ug noi Ün*l Qn41)0P...222.p REAL c (vp 108 AURA 
nd (n + 1)2 (m HA —ı)2 


A' étant également fixe. 
Donnons à 9 et m des valeurs déterminées, et posons: 
d 
"n D à 
Ÿ = envi — Sn 


a nd 


n 
ISm-|<4, |Sr|< A'L(m—n). 


Soit « «o, et: 





m—1 m—1 Q a) m—l 
N An en oi — N Sn — Sn+1 = Sn LEAN Sn m Ir ee 
4m ite a n" nt m (mor) oar 
n n n +1 
I 
An Ab 2A 
bon Bt He E. 
brc < 7 L(m — n). 


"n 


Décomposons la somme X en une suite de sommes de termes successifs 
commençant aux valeurs »,— m, m,-—2m,---m,-—2"n et m«2"*mn. On aura: 
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Le n 2 L(2"n 
N An AS N Ln , Len), Y». 2 (2"n)) _ 
dm€À e : n^ (2n)* (220) 
n 
224: Xv Ln v La... qi (22 —1) bn + b2 
> n? - 2"a EXE n^ (24 I? 
"Es 
oo 
Ÿ _{n evil < qu Tn 
mnt may 


7L 


n : ER 2» dm 
A" étant un nombre fixe, indépendant de n et de 9, lorsque « est donné. — 


n^ 


tend vers zéro, pour n= o; à toute valeur de £ » o, on peut faire corrrespondre 


4 3 Ln mes Y On ne T J 
un nombre x», à partir du quel A ET «e. Donc la série Der £"?i est uniformé- 
ment convergente. 

. : A wN An nói 1 
Inversement, si g est le plus petit nombre tel que la série 2 "roi soit 


uniformément convergente (n? r2); quelque soit le nombre 4, il y aura des va- 


leurs de 9 telles que Yes > A. Cette fonction de 9 peut prendre des 
n2-—* 
1 


valeurs de module aussi grand que l'on voudra, bien que, si P «q— e, la série 


* à . . 
D envi soit convergente pour toute valeur de 3. 
NE 


n 


I4. Soit q un nombre positif tel que la série Pap soit uniformément 


convergente. Sin>n', on aura: 


oo 
ign: 
mo $ en mice 
nd 
n +1 
zoe, OX o, 
n' co 
a 
f(z) = Dan E E > n2(R, , — Rn)o” = 
0 n'+1 
n^ oo 
D y 
= WAGE zn + (n' + 1)? Ro’ LEE = R„((n =f 1)Zo"+] = n1 9"). 
0 +1 
n' 
> : i 2 | 
e et n' restant fixes, il existe un nombre 4, tel que Sanz" « A, quelque soit 
0 


9, sio<r. Soit N le nombre entier pour le quel n%o” a la plus grande valeur 
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q 
(n° 3); supposons 1 — g assez petit pour que N soit supérieur à n', ou I>g>el=, 


On aura: 


l/(2] « A + 2eN20N € A + 2€ E 
(x — o)2| f(z) |< A(x — o)? 4- 2€ al 


expression qui reste finie. 
Si q est le nombre défini au n° 2, que nous supposons positif ou nul, 
(1 — 9)1**f(ge"*) tend vers zéro, pour o — r, quelque soit la facon dont varie 9. 


D'autre part |(r— 0)?" f(ge®‘)| ne reste pas fini. En effet, s'il existait un 
nombre fixe A tel que l'on ait, quelque soient 9 et o « 1, 


(re^ toes CEE 


"n 
: s a 
aux nombres 4 et & correspondrait un nombre B (n? 5) tel que N ens | cop 


in o? 

: LOS An 9; à a. Lars An 0i d : 
quelque soit »; | V — €"? i| resterait fini, et la série Vw ———— e"?? serait unifor- 
dm Eu a gs 
10870: 082 nie 


mément convergente. 
On peut dire que g est l'ordre d'infinitude de f(z) à l'intérieur du cercle de 


convergence. 
vd 
: 2 série Tr pndi : = 
Sig P ebo«xe«g— P, la série Ze est convergente pour toute va 
1 


leur de 9, mais son module peut dépasser tout nombre donné. Quelque soit 
A, il existe des valeurs de z, intérieures au cercle de convergence, telles que 
|(1x—90)*/(oe?)| » A. Cependant, quelque soit 9, ce produit tend vers zéro, si 
o tend vers r. L'ordre d'infinitude en un point quelconque du cercle de con- 
vergence est au plus égal à P, qui peut être inférieur à l’ordre d'infinitude q 
à l'intérieur du cercle de convergence. 

15. Supposons q négatif, —A<q<1—A (n° 4). Soit z,— e^ un point 
arbitraire du cercle de convergence, et 


(2) = flea) + (6 — 2) f) € i + ER quon). 


Les coefficients de ce polynôme sont des séries uniformément convergentes. 
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f(z) —q(2) s’annule, pour z —2,, ainsi que ses 4— 1 premières dérivées. 


[77] 


. Y y 
Pour la fonction f'(2)— Wna,z"-!, on a wW=w+ı. Les deux séries 


- 
> An et > NAn ON On 
"n2 ^ (n—1)Ptl 4a» 


1 
* Es vau dne & NA, 
les mêmes valeurs de p. Les deux séries N gi et 9 er VD» sont 
E Dp = y? in — 1)n*1 


I 
7 





—p—1 
| sont convergentes, ou divergentes, pour 
; s 


uniformément convergentes pour les mêmes valeurs de p. A la fonction f'(z) cor- 
respondent les nombres p=p+ı, P'— P Fx et g'=q+1 (n? 2, 10 et 12). 


A la fonction f?(z) correspond le nombre q; —q-- 270. 


" a = 
Supposons q» P, 0o<e<q—P. La série Y^" e"? est convergente, sans 


hal ur 
être uniformément convergente. On peut former des arcs de plus en plus petits 
sur les quels la convergence n'est pas uniforme. Il y a un point e? tel que 
cette série puisse prendre une valeur de module supérieur à un nombre donné 
quelconque À sur un are aussi petit que l'on voudra terminé en ce point. Il 
y à des valeurs de z telles que 


(1 — or | f? (pe? | > À. (n° r4) 


f"? (z) est une fonction continue. A chaque valeur de 9 (entre certaines limites) 
correspondent des valeurs de o<ı, vérifiant cette inégalité. Lorsque 9 tend 
vers J,, o tend vers I, et l'inégalité cesse d’être vérifiée à la limite. Pour cette 
suite de valeurs de z on a 


(z — «ait (2)|> A. 


On peut encore dire que q est l'ordre d'infinitude de la fonction f(z) dans le 
cercle de convergence, ce qui veut dire que q + À est celui de f/)(z). ou qu'il 
existe des valeurs de z= ge’? et z, — e?! telles que le module de 


(eee Af) Ma) (2 — 20) G)— T. rns qi hh (a) 


puisse dépasser tout nombre donné. 
16. Supposons que 9 ne varie que sur un are déterminé 9,<9<49,. Il 


7L 


- 
a = Bld Ne Oe AD a à » 
existe, de méme, un nombre q' tel que la série Zi er soit uniformément con- 
n 
1 


oo 
«JG 94 ; : , 

vergente sur cet arc, DUET e"?! n'étant pas uniformément convergente. 
1 
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IN | 
YO qi « A, pour ces 


Au nombre e correspond un nombre À tel que 
ami yq t | 
Ie 2! 





valeurs de 9. Quelque soit A’, il existe des valeurs de 9, sur cet arc, telles que 


n2 —E 


M. An -.gnüi | A. 
zu 


q est l’ordre d'infinitude de f(z) sur l'are considéré, q’ +4 est celui de la 
dérivée d'ordre 4, f(?(z) 

Si 9, — 9, tend vers zéro, l'are ayant pour limite un point e"^, il peut arri- 
ver que 4' ait une limite plus grande que l'ordre d’infinitude en ce point. I 
faut alors distinguer deux ordres d’infinitude en ce point. L'un est l'ordre d'in- 
finitude au point e? considéré isolément, c'est le nombre p (n° 2) correspondant 
à un cercle tangent intérieurement au premier et de rayon aussi petit que l'on 


voudra. Mais, si p>w—~-, cet ordre d'infinitude reste égal à p. L'autre g'7 p 


est l’ordre d’infinitude de /(z) sur un are infiniment petit comprenant le point 
ei, On a toujours 


pq to, 


où « est l'ordre au méme point défini par M. HADAMARD. 


IIT. Exemples. 


17. L'ordre en un point peut changer avec le cercle de convergence. Con- 
> 
sidérons, par exemple, la fonction f(z) — > 44,27", où c, représente une suite de 
n=0 
nombres entiers tels que €,41 — €, » «V C» Lc,, « étant fixe. Pour cette fonction 
le cercle de convergence est une coupure. Soit w l'ordre sur le cercle de rayon 


L(anen) 


1, c’est à dire la plus grande limite de - Ec Formons le développement : 
m 


f(x + y(1 —x)) = B3 Um OV «quc 





Qa wen: 


om = zn W Ca(Cn — 2) -: m =m + x) 


x = TUSCIA 


à m le] te 
Sol Cr, = +h; le coefficient de a, peut se mettre sous la forme: 
I 
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Au ie pen ne 


Am m 2 ITM(Cn — m) 


— À (x e x] JE t V = 


ME 22 m(c, — m) 


A tend vers r, si m, c, et c, — augmentent indéfiniment. 


MX 


ze Y : Wane 
Si |A|< a cette expression peut s’écrire: 
: == 


/ Wats)? R3(1— x) 
4 V Cn 2ma 6m?az? 
276m (Cn — m) 


(1—22)— 


. / à s zu 
Si À + 5 =! 2KamLm, cette expression est de l'ordre de m" ^ -—;- Le rapport 


imi E 


5 me de deux coefficients consécutifs de 6,,, diminue si c augmente. Mais 
RES 


comme 64,41 — €, — À —h » «Ve, Len, le rapport de deux coefficients consécutifs 


; . m Be : 
de termes non nuls tend vers zéro si c,» er et augmente indéfiniment si 





m : ; Duns LM Es : : 
€n41 < dul. A partir d'un rang déterminé |a, | « c,77**. Si K> $5 «^, à partir 
a Od 
> i Et | ; m 
d'un rang déterminé il restera un seul terme c, entre les rangs c — en 
I FR ik 
+ ATL 2KxzmLm. Il en résulte: 


1 
E 


lo = A'm? 7! De fg 


H 


3 
. . =~ 5 + € 
A' restant fixe. Cette expression est au plus de l’ordre dem  ? 
D'autre part, considérons une suite de termes tels que |a, | > (c„)® ^! —*, et soit: 


(r—2z)ce, € m «€ 1 t- (— «x)oc,. 


[bm | >A — (eno — Al mote KE) 


V2am ( 


Oo 


L | bm| 


On peut supposer 2: < K; il en résulte que Lm ?pour plus grande limite c 





bo 
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=: I 
Sur le cercle de centre v,f(z) est d'ordre o —-, y —1, z=1 est le seul po- 


: : . : I 
int singulier de ce cercle, il est d'ordre v — -. 


18. Sur le premier cercle de convergence, de centre z — 0, le point z — 1 est 
d'ordre w. En effet, on a: 


«Ves Le, 





/ v 

V Cn +1— | Cn > V Cn + ct Y C5 I6 == Ven < = —— — 

| Cn + Ver + aV 6n. 6; 
expression qui augmente indéfiniment avec c,, et ». Quelque soit le mombre X, 
à partir d'un rang déterminé, on a: 


Vice +1— Ven >K 


Vent p>Vin+ Kp>n+p si p 


en supposant z fixe, on voit qu'à partir d'un rang déterminé on a +» » (n4- p)*; 
ou €,» n? à partir d'un rang nm. 


I 


E —I 5 5 = = 
< en S pee) 


| 


6 


XL I T Pos [04 RES 
Sie<-, on peut supposer € « - —e, la série yes est convergente. La série 
3 
= n 


NF n 


oo 
pe ; a c 
D envi est uniformément convergente. La fonction 9 7" e^»?! est finie 
= 0 DOE 
0 


et continue pour toute valeur de 9. Formons l'expression: 
Ü 


' oo Ce] 50 LE. € 
x—=m |e-mri N 4 An enV? — om > An sin (Cn m)23 ; 
EU Cp? E qn g Cn — ™ 





S n= 
— À 


Soit m — c,, où » prend des valeurs telles que 


— ete: 
la, > Cyr” : 9* 


An EG x = : Je 
Le terme 2m 7,9 a un module supérieur à 2 9c,2, qui augmente indéfiniment 


Cn! 


avec m. 
Les autres termes de x ont une somme finie. En effet, si n « »', on a une 
somme de module inférieur à 
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n'—1 |a | : n'—1 
2 Cy! v i = <a 4 v : n = 2 > Cr Bi | | | | 
= = i —£— E'( » v | € . ^n » 
= oe (Cn — Cn) =, Get: (Cw — Gr) Sar Cn Cn'—Cn 


x 

eR U pus ^ 
la série Die *'"—1 est convergente. 
0 


Si n dépasse un rang déterminé 
K (n' — n) (Ven + Ven) > K (n — n) Ve, 
1+ Ln! 


n'—1 
I 
or 


Cn > 


En’ 


= Cn'! T —- z - - 
= n—n ^ Kn1—?t— 


expression qui reste finie, et tend vers zéro, pour » — o. 
Si » 5n, on a, dans x, une somme de termes de module inférieur à 


2 


las] N 
uen! = Cyl Ta (Gh Im Cr!) 


wo 


2C » 
n! ya CRE (Cr Le Cn’) 


m+ 
————1T—« },,— zs 
: a MT K(n—mnyn!-?c—?: 
"+1 K(n—n) cr? 
oo 
2 2 x31 I 
<> 7 Sit 26 Dre ae 2(1— e—e&)' 
Km -nı), 22-2 K m qv 


Done, quelque soit 9, x ne reste pas fini, si m augmente indéfiniment. La fonc- 


n n'est pas à écart fini, sur un arc comprenant z — r, qui est un 


: a, 
tion D "26 
TE 


point singulier d’ordre w. 
Tout point z=e”i est d'ordre w sur le cercle de convergence de centre o. 


ioi j I "topic 
Mais il est d'ordre w — - sur un cercle tangent intérieurement au point e”’. 
19. Pour déterminer l'ordre d’infinitude de f(z) (n? 16), soit q > v— 1, et 


6 (Cu I)-- (Cy —m + 1) x 


— qom 
x: a)" Nas ma, é 
T2220 








Nous allons étudier l'ordre de grandeur de 7,, en supprimant des termes dont 
la somme restera finie, quelque soit ». Les calculs du n°9 montrent qu'on peut 
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ne donner à u que les valeurs comprises entre (1 — z)e, + VKe,Le, où —— 


2x(r—z) 


est au moins égal au plus grand:des deux nombres 


t9 ICO 


etg. 


Et comme on a, en outre, u € 2», on aura: 


n /^ Kn — n K n 
arg V (x ae EUR z(r—a) E 2 na Bae 


RI " 
Il ne reste, dans 7',, qu'un nombre limité de termes a,, tels que c,» — zt chacun 
I—X 


Puer : ay : : 
donne une somme de module inférieur à 4 Ê | < 40,9—1—9 “expression qui reste 


; 
finie, ainsi que A, car on peut supposer 0 £e «q— c 4 1, On peut ainsi sup- 
n 


poser €, € ———. 
pup 


En posant uw —(1—%x)c, +h, on a 


Een xe ey 1 qh Aes] 
P= ar’ 2 I.2:4 x | eg(r—za)t = SG 2) ae rou 


v I 


. lyr pese 
Mais h «VKoc,Lc,, la série 


S ec | Cy (Cy == I) (6, — u 3E I) V Le, 
d » |a, | » AA 


AI 1 ^ 3 
T2 u Cy +5 X e, T9 c,g— 9 Home 





— gu VLe, VEc, 
DE 2 Sei Le <> Le 





u=0 


est convergente; il en résulte qu'on peut remplacer 7 par 


qu — sess N Cy (Cy — I) (e, — we + ae =e Leech all 
m = Ts 22 x | eg(ri—a) 


On a supposé u € n lorsque 
(x— 2) ce, + VK c, Le, >n>(1—#x)c, 


n n ^ Kn n K 
— »06,»- bL In 
I—% I—X (I—2)? ı—x 2(1—2)? 











a 


Mais il ne reste qu'un nombre limité de termes a, vérifiant ces conditions, et si on 
ajoute les termes tels que «>n, leur somme reste finie, quelque soit ». Dans 


n r pap 
T', on a alors c, < en et u reste compris entre (1—x)c, + VKc,Le,. 
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Mais, si u varie de o à c,, on ajoute à 7" des termes dont la somme a un 


module inférieur à une expression de l'ordre de 


3 K 
N la. E AUN 005-0002) 
anm 1 K da Cy 
ML re EU 
c, 2 2z(0-—2d) 
qui est une série convergente. On a alors: 
Cy 
PERS ci gues! Son ZI (6, — t E ups = I Va 
"m "et (x — x)? = I.2---u x (1 — x)d 4m c, 
Aare D REN : I : N eye oF 
Si ——+1>WN> on aurac,« N. T',— Sy a un module qui reste fini. 
I—2 I—4 (r— x) 


Done, si p» o— 1, le nombre p reste le méme sur tout cercle tangent au cercle 
de convergence au point z — 1, p est l'ordre d'infinitude en ce point. 


oo 


20. Soit, par exemple, f(z) = » zn 


n-l 
n* —À «c, «n* + A, 
A et « restant finis, «» 2. On a: 


T I I 
MAR no — AY: 


js I à TS EST : 
La série >. ; est convergente si 9» —, divergente si @<—. Au pointz— 1 
n! a i a 
I : We. : 
correspond le nombre p= -, qui est l’ordre d'infinitude en ce point. Sur un 
a 


ROS : : ; pl en 
cercle tangent intérieurement au point 1, ce point est d'ordre © >, bien que 
=) a 


ce point r soit le seul point singulier du nouveau cercle de convergence. Tous 
3 : : I 

les points du premier cercle de convergence sont d'ordre w = r, ils sont d'ordre - 
2 

sur tout cercle tangent intérieurement. L'ordre d’infinitude de la fonction dans 


I : 
> ; est convergente. Mais l'ordre 
+ € 

Cha 


: I : s: 
le premier cercle est —, puisque la série 
[04 


d'infinitude des divers points singuliers n'est pas le même. Supposons que l'on 
ait la fonction particulière 


(ORE ems 
0 


96 Eugène Fabry. 


ci SLT o, TE 
n 2n — 2n 


: j d I 
Les points z—e 4,e ^?,e ?, ont l'ordre d’infinitude — comme z—r. Pour 
2 
^ n mt ni (2n +1) Qn +1) 
les points z—e*, e 59, e 12e * on trouve p — o. 


$5 e: if : 
Si l'on a c— A<c,<c" + A, c7 r, la série Dr est convergente si 97 o. 
"n 


On a p=o en tout point du cercle de convergence, l'ordre d'infinitude de chacun 
d'eux est égal ou inférieur à zéro. 


2 
pile A 

21. Pour une série quelconque f(z) = M a,z", d'ordre o, supposons | S, | « A 
0 


n 
n . Va , 
quelque soit n, S, = > 2 Formons le développement: 
n 


Ka Fy (xvm S557" o ET 


Mm + © p SR Gn t 1) (m v) ME | = 


bm = (Tr — 2)" p + Om 41 aoa 























oo 
mn Nm Ex) em EV 
= (x — x)" Sa = eee (m Si yd (S, + 0 — S may) an 
v =0 iia 
o5 
n v (m 4 r)--(m +») (m--v-rigt! 
= (af ms, de Ns se Sn + » |(m + »)1 — EA x 
v=0 
b x m 4 ry--(m-v-—zi m + v)s*! 
Dx — < Am? + A > qu ( ) (re 3j (m +» — 1) A 2) x 
(rt) : I.2:-(v —r) ) 
ys 
m tv)g*! | M + = 
(m v ees! te?) x=(m + QUE cq c en zug e onc 
y y M+ w. 2m.) 
: ma m 
si| 1 — >—,ona 
| 
4 
m+ ¥ 2 I FF 2 2MT+TI TXT 
m--v| m? Tr 2 A Ce no 
1 »(r—x) + m(1— 22) 2 


expression qui reste finie. Cette condition est remplie sauf pour une valeur de y. 


Il en résulte: 
3 
lon | < Am? (1 c— am 3 UE us 


LAS asa Un t m) m ur) S 
dq Poren) (m + v (1 — +) 
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où A’ reste fini. 


na 


ma 
—x 


Soit 7 = +h, |^| « 
I—% I 


(m + 1)---(m + v — 1) 
pv — 1 Lm Zinn 
æ TL GES) (r—a)"|r—a 





reste dans un rapport fini avec 


m+ mil ars y m + v| 
<> CT) & =| ae er |= 
m y mm + 1) y | 


i: m+ rm 
= (: + Bs d ia "| |^ ](x — 2) : 
ma 





m Vmr(m + v) 
sd rp ES ; E EV _ 720-2) 7,0 -a+e2) 0 
m) | tat x Cy SES eg J rcu) ae Zi 
Vx m? 2mx Sm°x° 


Dans 5,, on peut supposer XE 











nl Ä : , 
inférieur à un nombre fixe «:; car si 
m 


le rapport de deux termes consécutifs est inférieur à un nombre plus petit que 7, 
si h>o; et supérieur à un nombre plus grand que 1, si h<o. Les termes sont 
inférieurs à toute puissance de m. On a done, à partir d’une valeur déterminée 
de m: 


,0—2* 


| On | < A" m* 2 > | h | € ‘ mx : 


où h=a+y, « restant fixe, et » prenant les valeurs entières comprises entre 
— em et +em. Cette expression est du méme ordre de grandeur que 


2mz ae m 2 


oo 
19 T M ry 1 
quc dh x 2—; 
Mi S use —— — - 
m (1 — x)? 


Il en résulte que la fonction X5," est au plus de l'ordre q + = 
Si p est le nombre correspondant au point r (n° 2), sur un cercle c' tangent 
intérieurement au premier en ce point, l'ordre de la fonction est c < p + = 
Soit un cercle c" tangent au point 1, intérieurement au premier et extéri- 


I 
eurement au cercle c'. Sur ce cercle c on aura p" > o — 
2 


Ton, & 
Par exemple, pour la fonction f(z) du n° 17, on a W—=w— -, p' » o — 1. Si 
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en un point z— e??, on a p — v —1, le nombre p restera égal à © — 1 sur tout 
cercle tangent en ce point, et l'ordre d'infinitude est w— r. 

Par exemple, si |c" — c,]| reste fini, c » r, tous les points du cercle de con- 
vergence ont le méme ordre d'infinitude p — c» — 1. 

22. Pour une série quelconque, d'ordre w, formons le développement: 


(oe + (1— 0) y) — Sb y", 0o<o<ı 


\ m i)--(m-»v UO 
bn (rj ae un N pre Cie 
M: 52 


Soit B, le maximum du module de 5,,, lorsque © varie de o à 27, o restant 
fixe. On sait que (n? 5): 


Lage d Ma Ves 


1.2.9 P 


Bin = (1 Im oy" | Am + | 


ou » prend une valeur arbitraire. Cette expression est de l'ordre de 


% m+ 
| Am + »l om 7 . 


Supposons m +» choisi de facon que |a,4,l|» (m + »)?—1—* et ensuite 
I 4 


m ER he p [* +» 
m ND | FL 








m — (m + v)(r—90) +h, o<h<ı. À étant un nombre fixe, on aura: 


Bin Amo9—1—:—j 
LmB,. LA I 


+ w—=—e. 
2 


Lm ^ Lm 2 


Il y a done au moins un point e® pour le quel la fonction est d'ordre 


I NE ATE 
wv’ > w— sur le cercle de rayon r— 9 (arbitraire) tangent intérieurement au 
= 3 : 


a 


premier cercle de convergence. Sur tout cercle tangent au méme point, de rayon 


compris entre I—o et o, on a: 


pues u! > (g—I 
Supposons P=w—r, (n? ro), c’est à dire qu'en tout point du cercle de 
convergence p—w—1. Il y a au moins un point e9?? pour le quel on aura 
p—w—1 sur tout cercle tangent intérieurement; donc P=w—r est l'ordre 
d'infinitude maximum aux points singuliers. 
23. Considérons la fonction: 


Ordre des points singuliers de la série de Taylor 99 
1 
OD 
S |I — xin? 
Î (2) =D € en, 


an 
1 


où « est un nombre entier plus grand que 1. z=1 est le seul point singulier 


: por Y I ri 
du cercle de convergenee (Acta Mathematica T. 22). La série > 1€ ^ est 





"n a 
z 3 qa ; = I|4 
divergente; en effet, sin prend les valeurs entières comprises entre {2K + | 
b 2 4l ? 
1 7L 
ner] ; 
4 
(2K + Ale 
Keen 
> Q a >» 
NOSE Ale v' cos Len x I dx Ee 
e = TEE V2 BIENEN 
nl n!=7 2 VE tag 252 


si K augmente indéfiniment, cette somme ne tendant pas vers zéro, la série est 





divergente. 
it = 
Supposons 97 r—- et n= (2K)? + nu, o< w< (2K + 2)*—(2K)*—1 
a 
1 nmi a Iu 
o N, S I T*'aQE)u—c^|1-—-————-:- 
>> ei UNE > -— et 2 (2 K)* 
N ; u P 
2 ap no 
Ce E j iad 
Hu 9 
: Ace WP uui). ; 4° «* À 
Mais la somme 23 UT er est de l’ordre de Kofri-a qui est le 
0 
n u Ese o P 
terme d'une série convergente. *—. reste fini. Si on développe chaque terme 


Ke-1 


: : u 3 FUN S. Erg 
suivant les puissances de GK on ramène la série Da ein" à la somme de 


y 


séries convergentes, et de la série dont le terme général est 


; ai. 1\a 
Ber, aue I dde ((*z) =) — I 
m la = - : E re 
(2 K)«® (2 K)«? 41(ky—a 
e ei 





OREL TAE 
sin - K| |: + a = 


n ^ordre à 
(2.Kyad RET EST est de l'ordre de GR (a Ky 
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Il en résulte que la série est convergente. La fonction f(z) est d'ordre o = 1 — 2 


: I , 
Au point z=1, on a p—1—9-— -. Pour les autres points du cercle de conver- 
^as GC 


1 


: ; Apr Mr Mere d rural ^ oe gs TR NI En REO aT 
gence, qui ne sont pas singuliers, p — — ?. Mais, quoique la série >> e" 


: : : I ; : 
soit convergente, quelque soit ©, si 5>1— -, la convergence n'est pas uniforme 


a 
et q>p. Considérons en effet la somme: 
XI 4 : 
X a EX perunt nigas a cqui (omit 
K-lu (2K tup 
: : I 
onu<s(2K + 2)*—(2K)*—1, B»ri—-, —x <O<x 





reste fini. La somme X reste finie, quel- 





Comme > «2 He 74 = 
u X E 2Ke! 


que soit ©, en ma temps que 


N I Ww e9i( 2K) + ni | + 


Re A a (2 xs 


(2 Ky —]1 


de K. Cette série devient: 


et comme reste fini, on peut supprimer un nombre déterminé de valeurs 


2 Kai 
s ud eU, zul LE le 
T pe fue (2 K)*) + tg I 
N e°i(2X) 





Ke (+ ne 1 T 
e g eK" “ 2i Sin (o at 
2 " a(2K)¢—1 
5 TJ j 3 ZU 7U 7L Jt I 
L'are z—-|[0-4 = reste compris entre — — et — + —; =——-—-= 
1 
2 caue 2 Ze Aves SUNG 
x—sin a Beran 4 : 
air reste, en valeur absolue, inferieur A un nombre fixe; et comme la 
M x 
2 I 4 E NA X 
série Dre est convergente, «? «— Ir, X reste fini en méme temps que 


; 2Kai 
bo Sos |! Oi2K+2)2+ a JE em Où (2K)* 
y _V 1 (eee a d EAE es 

^o sk * a 


9 tea Ky-i 


Si o € O < cette expression reste finie. Soit: 
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L 


om 7 
4 a (2H) 1 


N<H<N+1, 


ou N est un nombre entier. Nous supposerons que Ä ne varie que de 2 à N 
et de N+3 à a. 


: N N +1 
Soit N'- — ou n1 0no8x 
2 
N’ N’ E 
S : T % N : I 2 EE x I 
' KeB+1(K1—c_ H1—a) PARTS Ere t) A Sea 
2 I Y Tout 20—1 À I 
2 N N 
= KCB (Kal GR ay 4m (c; — 1) Kk“? (H — K) ((— y 4m gt) 2—6 
N'+1 1 
on on 
Ne T "s < N I « I N I 
Eom ETUR eet) 4m (c — 1) Kt? t 17 *(K — H) (( — y dm qa) z—a 
1 


Ces expressions restent finies. Il en résulte qu'en négligeant des termes 
{ g 
qui restent toujours finis, on peut remplacer X' par 
i p04 (2K 4-2)* _ 50:(2 K)* 
ami "€ - ag 
i m HG 
| 
| a(2K)e-! 


et X reste fini en même temps que 


edit? K+2)* _ e9il2K)® Jos Are N —3 
Ke8(HY—o— K1—«) IN+3<K<o 


que l’on peut encore remplacer par 
I I ae, edi2 a) 
> H'- (as K1 —a (K de es 3 Kee = 


= ei“ 0i e N—4)* 0i e N r6)" Oi 


3 208 (H1—« — I) 7 (N — 2)? (H'-« —(N—3y-9) (N+3).?(H!-e—(N+2)!-«) F 
= I I eK)" Oi 
Dr c me ro Kea 
Mais 





[(z:N — 4)" — (2N)]O = 47 PNE (x = ES E -— € E = 


où o< H—N <x. 
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(2N + 6) 0 donne un développement analogue. On peut ainsi, en supprimant 
des termes toujours finis, remplacer les trois premiers termes de l'expression 
précédente par 


e Ny* Oi T I I I 
Nes : Hi-—6.— 1 T Hi-«— (Ne CE HAUTS 2)-«  Hi-a = 
e2N)@ 6i AN TT I 
Nae 4 Hie (K — ı)l-a + ee a 


et X par 


Kine (Rente 


Y [ e(2N)* Où (2 K)* Oi 
(ge rer | 
u 


INGE m Kase (Hize— (KR) =) REC a2), 
Mais 

NS [bee un. net C n sa EC Den 

a ba | (AAS UK prse (SC eK UN 


reste fini. En effet 





x I T I I 
A \Nc Ko ee Sr mis me m 
N+3 
DRE Joon T 
= Nee (N SE 3)2? Ÿ Kae ( A < 
TE leases Lae. am 1—a__ K1—a 
H (N 4 2) = MK 
> = 3af 13 BB , 3 
Ex Ne8-T1((N ES ı)l-a — (N ar 2)!— 4) = Kad+l (UN SE Tt) ETC) 
sig Ps 3 2 Ÿ r- à 
(a = 1) Nebt+i-a E ni N ar ap i Kebt+i—a(K — N — r1) 


N+3 


expressions qui restent finies, car a? +1—«>o 


2 es pes) | E m i tpe 
Na8 Kai] H'-*—(K—r1)-^ Hi—e-——'Ki-u 


9 





=| Le — 5) | KERN | va lee 3 ) OPE ae UM 
u Ne? 248] \M-e—_ı Nee (N — 3)«# Hi-«—(N —3)-—^ 


a UN I | I AD | 
= Hia — Ru kes (K de I)e? 
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expressions qui restent finies, comme on peut le voir en séparant la somme X 
en deux par la valeur N'. 
On peut ainsi remplacer X par 


((2.&)* — (2.N)@) Oi K'-«—(K—1)-2^ 


X! — e2Ny gUN Lexic 2 = 
77 = Nee (Hi-a—(K — t)!—¢)(#1—-¢— K} 


expression dont le module est supérieur a 


2 sin? 2 (2 2", Zeig 


— D cen Fr m À AR xi ir 21 = zi - 7 __r\l—a 
R— eK K + (K 1) ). 





N 
Supposons H — N, K=N + u, |ul< je on aura 





2 sin? ( » u? ehr) 
CET NET | = N a = e=2)em—r),., 
(e=r)u(u — x) N«?—2 E I2N* 


qui est de l'ordre de 


ue 


2 ee) u UU EXT ou 


E 


1 
NS? — à + 


et augmente indéfiniment avec N si p «1 — 
2a 


: I : x : = 
si B= Benin voit de méme, quel que soit ©, que les termes de X" tels 
[44 





AN e 
que || «€ V donnent une somme qui reste finie; et les autres termes 
= E 


donnent une somme de module inférieur à 


YN 


jocis en ok Sala 
2 JE an 


ZKoN(Hi-c — Ki-aj * a (Kk — 


expression qui reste finie. 
1 
L NES min* 4 nOi if E ic ? 
a serie Ar € est convergente si / » 1— mais la convergence n'est 
J [(4 


à : I : : 
uniforme que si 8>1——. Si «»2, pour la fonction f(z), l'ordre w = 1 — f; les 
2« 


e : I I | 
deux ordres d’infinitude au point z = r (n° 16) sont p —1— — Pet] —1— Be 
[04 


20 
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Aux autres points du cercle de convergence, qui ne sont pas singuliers, on 


aurait p= q'-— —f. 
24. Considérons la fonction particulière 


1 


o0 
f(z) — » n erin 2n 
1 


d'ordre w — 2, l'ordre d'infinitude du point z — 1 est p= >. Soit: 





um 1 = | 1 ;| 
; Y Py: \ E ; : 
Y (2) = (x — z) nen gn — > n erind = (n any 1)eritn— * rl 
I 1 
1 1 

z - 2 3 
WS en erin? ee meee no & CAA ND 2% : 2 
a-— 3 : 1 2 2 in 
: E In? gm? 


q(z) est d'ordre o=4, l'ordre d’infinitude du point z=1 est p — 1. 
I 


Il semblerait naturel que, l’ordre d'infinitude de f(z) au point r étant > 
I 


, tandis qu'il est égal à r. Cela doit provenir 


win 


celui de (1 —2z) f(z) soit a = 


des points singuliers qui, sans être sur le cercle de convergence, sont infiniment 
voisins de z — r, et ne sont pas modifiés par la multiplication par 1 —2. 


De méme 


1 1 1 1 
oo 
9 \ LE y “ ; b - 2) 
(2) Dent gem Nan ee — 2 (n — 1) exin —1 + (n —ayesits- oi] E 
l E 


1 


T De erin D SL dum JE qe Mec 
on 
3 Sl 
on on 
Pour cette fonction «w — = DI - : 
Montpellier le 1 novembre 1910 
E. Fabry. 


MÉMOIRE 


LE PROBLÈME DES TROIS CORPS 


PAR 
KARL F. SUNDMAN 


à HersiNGrors. 


L'objet du présent Mémoire, rédigé sur l'invitation de M. MrrrAG-LEFFLER, 
est de présenter une exposition d'ensemble et un résumé des recherches sur le 
probléme des trois corps que j'ai publiées dans les Acta Societatis Scientiarum 
F'ennicae.! 

Les coordonnées et les composantes des vitesses des corps, que nous choi- 
sissons en premiére ligne comme inconnues du probléme, satisfont à un systéme 
bien connu d'équations différentielles qui les définissent comme fonctions du temps 
t. Nous nous bornons à étudier un mouvement réel, c'est à dire un mouvement 
oü les coordonnées des corps sont réelles pour les valeurs réelles de f. 

Ayant défini un tel mouvement en fixant les valeurs des inconnues à l'in- 
stant initial, soit { = o, si l'on fait varier £ en passant par des valeurs réelles, on 
trouve que les inconnues restent fonctions holomorphes de ¢ tant que les trois 
distances entre les corps sont plus grandes que zéro. Quand une des inconnues 
cesse d'étre réguliére, on dit aussi que le mouvement cesse d'étre régulier. $i 
cela se produit quand £ converge vers une valeur finie £,, alors, comme l'a montré 
d'abord M. ParNLEVÉ,? ou les trois distances convergent vers zéro, ou bien l'une des 
distances converge vers zéro tandis que les deux autres convergent vers une 





1 Recherches sur le probleme des trois corps, |. c. tome 34, et Nouvelles recherches sur le pro- 
bleme des trois corps, |. c. tome 35. 

? P. Painteve, Leçons etc., professées à Stockholm, Paris 1897. 

Acta mathematica. 36. Imprimé le 8 juillet 1912. 14 
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valeur finie. Donc, dans le premier cas, tous les trois corps se choquent, et dans 
le second deux des corps. La question soulevée par M. ParNLEVÉ, de savoir 
quelles relations doivent exister entre les valeurs des inconnues à l'instant initial 
pour que les corps se choquent pour une valeur finie donnée t,, a été étudiée 
par M. Levi-Crvira! pour le cas spécial bien connu appelé »probléme restreint», 
et, sous une forme générale, par M. Biscowciwi? pour le cas où deux seulement 
des corps se choquent au temps ¢,. Les équations de condition posées par M. 
BISCONCINI, et qui s'expriment à l'aide de séries infinies, sont trés compliquées, 
et ne sont directement applicables que quand l'intervalle de temps qui s'écoule 
entre l'instant initial et ¢, est suffisamment court, condition pour la vérification 
de laquelle on ne possède pas de criterium. On doit encore noter que M. Bis- 
CONCINI, pour obtenir ces résultats, avait fait l'hypothése que la vitesse angulaire 
du rayon vecteur entre les deux corps qui se choquent reste finie quand ¢ tend 
vers ¢,. La limitation qui en résulterait dans les résultats de M. BiscowciNr 
n’est pourtant qu'apparente, car nous avons démontré que l'hypothése en question 
est toujours vrale. 

Dans le présent Mémoire, nous étudions d'abord le caractère analytique des in- 
connues au voisinage d'un instant /, où deux des corps se choquent. D’après 
le principe du prolongement analytique, nous définissons ensuite d'une maniére 
univoque les coordonnées des corps pour les valeurs réelles de £ situées au delà 
de la valeur /,, et nous obtenons ainsi un prolongement réel du mouvement 
aprés le choc. En prolongeant de la méme manière le mouvement au delà de 
chaque nouveau choc entre deux des corps, nous définissons les coordonnées 
des corps pour des valeurs de / de plus en plus grandes. Après avoir constaté 
que les valeurs du temps pour lesquelles on peut ainsi définir les coordonnées 


ne sauraient admettre une limite supérieure finie t que si les trois distances 


entre les corps tendent toutes vers zéro quand ¢ tend vers ¢, nous faisons 
voir que cette derniére éventualité ne peut se présenter que dans le cas oü les 
constantes des aires sont nulles toutes les trois’, d’où résulte enfin que les coor- 
données des corps peuvent étre définies d'une maniére univoque pour toutes 
les valeurs de { comprises entre — et +», si l'on excepte ce cas spécial. 


IT. Levir-Civira, Traiettorie singolari ed urti nel problema ristretto dei tre corpi, Annali di 
Matematica, Ser. III, T. 9, 1903. i 

? G. Bisconerini, Sur. le probleme des trois corps, Acta Mathematica, T. 30. 

* Au cours de la rédaction définitive de ce travail, M. Mrrrac-Lerrier m'a fait part d'une 
lettre à lui adressée par Wriersrrass et en date du 2 févr. 1889, où WEIERSTRASS dit avoir dé- 
montré que les constantes des aires doivent toutes être nulles pour que les trois corps puissent 
se choquer tous en un même point de l'espace. Cette lettre est publiée pages 55—58 du tome 
35 de ce journal. 
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En continuant nos recherches, nous démontrons ensuite ce théorème inté- 


ressant: 


Si les constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, on peut, les cir- 
constances initiales étant données, indiquer une limite positive au dessous de laquelle 
les deux plus grandes des distances entre les corps ne descendent jamais. 


En nous appuyant sur ce résultat, nous arrivons enfin au théoréme suivant, 
qui constitue le résultat principal de nos recherches: 


Si les constantes des aires dans le mouvement des trois corps par rapport à 
leur centre commun de gravité ne sont pas toutes nulles, on peut trouver une variable 
v telle que les coordonnées des corps, leurs distances mutuelles et le temps soient 
développables en séries convergentes suivant les puissances de v qui représentent le 
mouvement pour toutes les valeurs réelles du temps, et cela quels que soient les chocs 
qui se produisent entre les corps. 


Je saisis cette occasion d'exprimer ma vive gratitude à M. ERNST LINDELÔF 
pour les conseils précieux qu'il m'a donnés concernant la rédaction du présent 
Mémoire. 


Les équations différentielles du mouvement et leurs intégrales connues. 


1. Considérons trois corps (points matériels) P,, P,, P,, qui se meuvent 
suivant la loi de Newron et dont nous supposerons les masses m,, m,, m, toutes 
finies et plus grandes que zéro. Soient 2;, yi, 2; les coordonnées du corps P; par 
rapport à trois axes rectangulaires passant par le centre commun de gravité des 
trois corps et ayant des directions fixes dans l'espace. 

En désignant encore par ¢ le temps et par 7,, 7,, 7, les distances P, P,, P, P, 
et P, P,, les équations différentielles du mouvement seront 


dx, dx q,— € ira! 

4 I 0 Eo 270) 2 mi 
Ed —— —1m ~, ay ae , 
dt 0 dt L ae 2 S 
dy — y! 

“dt T 

dz, ; 





dt = 9i» 


108 Karl F. Sundman. 








da dx! %—% 
redi r FOE 2 1 
o =M ——3,— Fm , 
dt Io dE RE 8 
! 
j| du, mur ds Ya Ya Yo — Yi 
I —— —1 7 TV een e ILE ao 
(1) | dt UNT STE ES 
I 
| dz, 5 din 2,— 24 £y — À 
=? =M ss +m 3222 
dt RTE HS E qua 
d, PAUL m Lo — Le m Piscis 
L4 2m ) =o 
dt HU TE i outs 
dy, modas 
uU = 
APN ANT 
dz, one m.” dee, eme 
= 2 = Mo ——— 7 = 
| dé dua (Chis TS JEN: 


On a supposé les unités déterminées de maniére à rendre la constante de Gauss 
égale à 1. 


Les équations (1) admettent les intégrales connues suivantes 











(2) Y mizi=o, 
i-0 
i=2 = 
+ y 
(3) 2 Mi x; =0, jy =O, > M2); 08 
i=0 a= 
(SN 
m mi(z;y';— imi) = Cy, 
| i=0 
B 
(4) \ Dd mi (y: gi — i1 i) = €» 
i=0 
> mi (2; Li — 2; 2';) — €35 
| io 
i=2 ny MM My M M 
Non; (2 gl à 2) eee = vane 
(5) ra i (di + Yi a i) ze M M x 
Tm 


où c,,c,, c, et K sont des constantes d'intégration et où l'on a 


(6) U M M M 


L3 TUA se PAT, 
MS fio NT Ta TI Te 
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— 
= 
— 


M = m, + M, + m,. 


Les distances 7,, r, et r, sont données comme fonctions des inconnues z;, 
yi, à par les formules 
^29 PT ^ \2 7 9 2 ~ \2 
le = (%_ — 2) + (Y2— y) + (%2—%)*, 


(8) ty? = (Lo — M) To Ya)” + (% 2), 








2 E 2-9 
an (9 n Yo) a (2, — 0)"; 
où l'on doit prendre la détermination positive des 7; pour les valeurs réelles de ¢. 


2. Dans ce travail nous aurons avant tout à étudier le mouvement des 
trois corps quand l'une des distances r,, r,, 7, ou tend vers zéro ou reste petite 
par rapport aux deux autres. Supposons pour fixer les idées que r, soit cette 
distance. Il sera alors avantageux de prendre pour variables les coordonnées 
rectangulaires v, y, z de P, par rapport à P, et les coordonnées rectangulaires 
£,1, 6 de P, par rapport au centre de gravité des corps P, et P,. 

Pour abréger les formules, nous poserons 


m m 

(9) N eim er 
Mo tm, Mo + m, 

Go) ae cs DEM Spo Ps m, 
Ma (my, + m) my m, 


Alors on aura entre ces nouvelles coordonnées et les coordonnées du n:o ı les 








relations 
[ N X EDO 8 m,-tm,. 
% — —Àg— ps; RP Y GEO fic wp: ©? 
J M Mo Mo + m, 
(11) \ Uy ae NY ng lu Uu Hg aps Ya apo 5 
MN My Mo EM + 
Bez” zn T UD Qa ET M 55 
ou réciproquement 
| oa Los y — Yi Yo 2 — À #0) 
(12) 
|£—gm,z,, n—gm;,y;,65-—gm;2,, 


et, d'aprés (8), on trouve 
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^ 
(13) = En)? (ny? + (E— 0), 
(14) n° = (E da)? + m + dy)? + (C+ Az), 
(15) r= rà = 2° + 3. 2°, 


où nous avons écrit pour abréger r au lieu de r,. En tenant compte de ces égalités 
(7)—(15) on tire aisément de (1), (2), (4) et (5) les équations suivantes: 





























[ m (my P N — m, z[5 + zs) +m,§ = zal 
(16) en te i =Y=—my E. 3 | Tom, as zu 
| ES + EE = 7 mz ES : | +m, | A x 
| ds poco E: v | nee = = | 
(17) J 2 S Hc ME a n A + Au My ea 
= nme ls 2 c + hu Mae) 
| g (: 3,5) + hl —nd)=ghc,, 
(18) alu 298) + AGE In) ghe. 
pd neni ah, 
(19) g IE (2) + (I | +h(§? +72 +07) =2U—K, 
où nous avons posé 


Des équations (16)—(20) on peut tirer réciproquement les équations (x), (2), 
(4) et (5). 
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3. Désignons par À la quantité positive (ou nulle) définie par l'égalité 
(21) m^ 
A l’aide des équations (r3), (14) et (15) on aura aussi 
(21 bis) | R®=gr°+ ho’, 
où l’on a posé 
(22) gear. tt, 


de facon que o désigne la distance du corps P, au centre de gravité des corps 
Pete: 


Cela posé, LAGRANGE! a établi une formule fondamentale qui, avec nos 
notations, peut s'écrire: 


(23) E. NS 
ou bien 

d? dR 
2 E ET ^g 
(24) ies + Cx) Usu 


et dont on constate aisément l'exactitude en s'appuyant sur les équations (15), 
(16), (r7), (x9), (2x bis) et. (22). 

Nous tirerons parti de cette formule de LAGRANGE en la combinant avec 
une autre, que nous allons déduire de l'intégrale des forces vives. 


En différentiant les équations (15), (21 bis) et (22) par rapport à t, on trouve 


bdr "dz dy , dz 


(25) em "ga Yaar ode’ 
dR dr 
( 7 It Ho, 
(26) dt ra, + hoe, 
(27) og — EE ty + CC’, 
ou 
(28) 0-88, 





! LAGRANGE, Essai sur le probleme des trois corps, Oeuvres t. VI, p. 240. 
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et à l'aide de ces expressions on tire des identités 


~ 


iA ste vai? , [d2\? dz, a dz\* dy dx\° 
UE Jes ids Kelle trat: a) i] x 


„day dx dz 
"s Lo xul E TOUS 2) 


HP + £2) (82 + of +0) = (EE ef CON (Ent nee + (nb! — En + CE — EC, 


4 [li 4 


u 


2 dr 19 dr E dr\? 
gr EL ail en - le dt + hee) + gh (re er) 
les égalités suivantes: 


: da 92 aan - Wide zn de din); (a HN a | dz dy x | da dz? 
(29) PA «s +2) i Tr sl PET aa il ra | 





dt “dt 
(30) Etc. OP =o + À (Ey! ne) ut — Cal)? + (cé ELIF, 
9 0 0 
dr? Tt es 3 gin l , E 
(31) a) nr m TR d ? di 


En se servant de ces trois formules, on déduit de l'équation (r9) cette nouvelle 


forme de l'intégrale des forces vives: 


- n 


COT DEC 
i) +P gue 


où la quantité 


pos gh (reo) E g E dy u) + g vos — 2-1] 2 


RE lt r? V dt dt T2 di dt 
(33) 
ra OLET al h Sate no A ie = Ee h El um 
| i 2 "elt Tr *g Gn né) + g Us 6) r$ Gs S6) ? 





étant une somme de sept termes positifs ou nuls, est elle-même constamment 


positive ou nulle (tant que les variables restent réelles). 
En éliminant encore U et K entre les équations (24) et (32), on trouve 


(34) de R | es 2 


dt? | me we 
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aR 
3 per 
(35) Rog PU. 


Les équations (32) et (3 que nous n'avons pas rencontrées ailleurs, jouent 
x). I , J 


un role trés important dans nos recherches. 


Il. 


Détermination d’une limite inférieure des rayons de convergence des déve- 
loppements des coordonnées au voisinage d'un instant où les distances 
entre les corps sont toutes plus grandes que zéro. 


4. Dans la suite nous aurons souvent à nous servir du théorème connu 
de Caucuy sur l'existence des intégrales des équations différentielles. En ayant 
égard au complément qu'y a apporté M. Picarp, nous pouvons énoncer ce théo- 


réme comme il suit:! 


Soient Qj (qi, Q:,..., qu) des fonctions qui ne contiennent pas t explicitement et 


qui sont développables suivant les puissances croissantes des différences qi — qi en 
séries qui convergent tant que 


(36) la;i— |< gi; (tr oe. en) 
q'; désignant des quantités positives. Supposons encore qu'il existe des quantités 
positives et finies Q'; telles qu'on ait 

loool Qs; (113,25, 20.5070), 


tant que les variables qi vérifient les inégalités (36). 
Dans ces conditions le système des n équations différentielles 
d qj 
J . 
dt 7 Qi Gr... Qn), (etz. en): 
admet une et une seule solution qui est telle que les inconnues qi; tendent vers les 
valeurs finies données q; quand t tend vers une valeur donnée t. Dans cette solution, 


les inconnues qi sont développables suivant les puissances croissantes de t — t en 
séries qui convergent, du moins tant que 





1 Voir p. ex. Picarn, Traité d'Analyse, t. IT, Chap. XI. 
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ken, 
T' designant le plus petit des quotients 


di Qs Ja. In. 
Qu Dae 


De plus les qi vérifieront les inégalités (36) tant que t vérifie cette dernière inégalité 


5. Ayant l’intention d'étudier avant tout un mouvement qui est réel pour 
des valeurs réelles du temps, nous ne considérons dans ce travail que les solutions 
des équations (1) qui ont les propriétés suivantes: 

1) Les coordonnées x;, Yi, z; prennent à l'instant initial t — o des valeurs réelles 
et finies, telles que les valeurs correspondantes des distances Ty, r,, r, soient toutes 
finies et plus grandes que zéro. 

2) Les dérivées uw, y, z'; prennent à l'instant initial t — o des valeurs réelles 
et finies. 

En vertu des équations (1), (4) et (5) on voit alors immédiatement que 
di, Wi. Ri, Vu, y; et 2; sont des fonctions holomorphes de ¢ à l'instant initial et 
que les constantes c,, c,, c, et K ont des valeurs réelles et finies. 

En faisant décrire à la variable ¢ dans son plan un chemin quelconque 
partant du point £— o, on sait que les fonctions x»;, y;,..., tant qu'elles restent 
holomorphes, vérifient constamment les équations (r) ainsi que les égalités (2), 
(3). (4) et (5). 

Cela posé, ayant fixé une solution telle qu'il est dit plus haut, faisons va- 
rier ¢ par des valeurs réelles à partir de la valeur t — o. Il résulte immédiate- 
ment de la forme des équations (r) que les inconnues 2;, y;,..., resteront des 
fonctions holomorphes de / tant que les distances r,, r,, r, resteront supérieures 
à zéro. 

Désignons par z;, yi, z;, v';, y;, 24 les valeurs (nécessairement réelles) vers 
lesquelles tendent à, yi, z;i, X, y';, z'; lorsque t tend vers une certaine valeur 


réelle et finie {, et admettons que les valeurs correspondantes 


-—— - ——— — — 
9 


T$ => V (a, = x)” hs (y, =H) sl: (2 E y, 





T = V (x, — 2.) zb: (n — Yo)” a (2 — 2) , 
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des distances r,,r,,7, sont plus grandes que zéro, de sorte qu'on pourra écrire! 


(37) fo, T, Ot T, 2 I4 x, 


x désignant une quantité positive dont nous disposerons ultérieurement. 

Dans ces conditions &;, Yi,..., seront développables en séries suivant les 
puissances de t—t. Nous nous proposons de calculer une limite inférieure des 
rayons de convergence de ces développements, et, à cet effet, nous appliquerons 
le théoréme du n:o 4. 

Nous chercherons done d'abord des limites supérieures des valeurs que 
prennent les modules des seconds membres des équations (r) pour les valeurs 


di, Yi,-.., Vérifiant les inégalités 


lil, Ive la—zl<x, 
(38) j (6— 0, I, 2), 
A I PT I ET = LX 
la; —2|, [ys] et 12;—25| « x, 
x, et x, désignant deux quantités positives qu'on doit déterminer de telle sorte 
que les développements des dits membres suivant les puissances des différences 


v;— Xi, Vi — Yi, ... Soient convergents tant que les conditions (38) sont vérifiées. 


On voit immédiatement que les seconds membres des équations (1) sont dé- 
veloppables suivant les puissances des différences en question tant que les quotients 


zem et = le sont. Or on a, d’aprés (8), par exemple 
0 1 2 
To = 7 Ar 2 (x, — x,) | (x, — 2) — (x, — v1) | a [ (o, P 2) — (ne JT 
+ 2 (y — 9) ge — 2 — (Qi — 9) + Lye u) Gi — 9T 
ar 2(z, —2,)[(z — 2) — (4 —2)] + [GG — 2) — (a, 2:16. 
et comme 


il en résulte que r,? peut se mettre sous la forme 
r+ P, (x 4 | 2: — zi) 
To + PU — di, yi — Yi, i — 2%), 


P, (x; — vi, yi— yi, zi —%) étant un polynome par rapport aux différences v; — aj, 


yi — yi, zi — à dont le module, méme lorsqu'on y remplace chaque terme par sa 





! Le coefficient 14 est introduit pour simplifier certains coefficients dans la suite. 
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valeur absolue, reste inférieur à l'expression 127,z,-- 12%,” tant que lo; — x], 
. I \ , 
lyi—yi| et |z;i— z;| sont plus petits que z,. Done = est certainement deve- 
| 0 
loppable suivant les puissances croissantes des dites différences tant que leurs 
valeurs absolues sont plus petites que x,, si l'on détermine x, de telle manière que 


ou bien 


Nous donnerons à z, la valeur particulière 


To 
20 x, = > 
(39) 0 14 


qui vérifie l'inégalité précédente et qui est d'ailleurs choisie de maniére à rendre 
rationnels les coefficients dans les formules qui suivent. On aura alors 


(40) mal > V —I2T,Xy — I23, — T m, 


Q 
S 
| x, — t, | = | x, — 21] F EX TL | ar |o, = x | < 7 Tos 


et par suite 





(41) 





tant que 2;, y; et 2; vérifient les inégalités (38). 
Mais il résulte de (37) et (39) que 


(42) E 


et on aura donc, d’après (41), 





tant que z;, y; et z; vérifient les inégalités (38), ou, selon (42), à plus forte raison 
s'ils vérifient les inégalités 
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(43) fix, lys—ysl et la—al<z, (i— 0, 1, 2), 


que nous substituerons désormais aux trois premiéres des inégalités (55). 


On trouve de méme que, dans ces conditions, les autres quotients analogues 


—' qui entrent dans les seconds membres des équations (1) sont tous en 





: I , ; : -— 
valeur absolue plus petits que "P et il en résulte immédiatement que les ex- 
"E 


: ptio wee dal, 
pressions des dérivées , 


CIMA E Te 


., ont toutes leurs modules inférieurs à 
M 
4x 


En vertu de (37), on peut conclure de (6) que, ¢ tendant vers ¢, U tendra 


vers une valeur U qui satisfait à l'inégalité 


My m, T, y, — Ma Me + My My + m, m, 


M = 14% 
ou, puisque d’après (7) 
M? > 3(m,m, + m,m, + m,m,), 


à l'inégalité plus simple 


m,m, m. M? 
0 MELON Ze, 
M Us 42% 
En observant que 
mom, e| [Mon e| [rune y |. M IX] 
M \| M UM RETI abe 





on conclut alors de l'égalité (5) que les valeurs x, y; et z; satisfont aux 
inégalités 

oM? Mise : 

— — + d nen Gore); 


[zs], yl et EE 21m* 4 


où m désigne la plus petite des masses m,, m, et m,. Dès lors, si l'on fait 


(44) AR 
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et si a';, y'; et z/; vérifient les inégalités (38), on aura 
I 


[2°]; [y] et |z;| «2^; ose): 


En faisant usage des limites supérieures obtenues ci-dessus pour les valeurs 
absolues des seconds membres des équations (1), on voit donc que les quantités 


I I 
qui, dans les équations (r), correspondent aux quotients ETE In du théorème 
Q; OF 
du n:o 4, sont plus grandes que l’une ou l’autre des deux valeurs 
AA 
ee. et lé 0 
2%, M 


Or la première de ces valeurs est la plus petite, car on a 


x (8M 
t E + 2x|K|—x], 


2x, \21m 


Au, Be: x 
M 2R 2M 
0 0 


(8xx'2—M)= 


: SA e s , 5 M 
ce qui est une quantité positive puisque m est nécessairement < 3 . 


En vertu du théoréme du n:o 4 on en conclut la proposition suivante: 

Si, quand t tend par des valeurs réelles vers une valeur réelle et finie t, les 
coordonnées vi, y: el z; tendent vers les valeurs réelles et finies Xj, Yi et z;, telles que 
ry, T, et v, satisfassent aux inégalités (37), les coordonnées et leurs dérivées par 
rapport au temps sont développables suivant les puissances croissantes de t—t en 


séries qui convergent du moins tant que 


7 


t—t|< P=-— 
(45) l:—:l< DIE 


- 21M% 


+ MIK| 


et les inégalités (43) auront lieu, tant que t vérifie cette inégalité (45). 
Les distances r,, 7,, r, étant développables suivant les puissances des diffé- 





rences % — Xj, yi — Yi, zi —2;, quand les inégalités (43) ont lieu, on voit encore 
que, sous les conditions admises dans le théorème précédent, les distances vr, v, et v, 
sont développables en séries suivant les puissances croissantes de t —t qui convergent 
tant que t vérifie Vinégalité (45). 

Nous dirons, pour abréger, que le mouvement est régulier dans un intervalle 
donné, si les coordonnées des corps sont des fonctions holomorphes du temps 
dans cet intervalle. 
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IIT. 


Détermination des différents cas qui peuvent se présenter, lorsque le mouve- 
ment cesse d'étre régulier, pour une valeur réelle et finie de /. 


6. Pour embrasser dans nos recherches le mouvement des trois corps de- 
puis £— — co jusqu'à t= +, nous devons étudier le mouvement tant pour les 
valeurs positives de £, en faisant croître { de ( — o à £ — + , que pour les valeurs 
négatives, en faisant décroître ¢ de {= o à £— — m». Cependant nous pouvons 
nous borner à considérer les valeurs positives de t. En effet, les équations diffé- 
rentielles du mouvement et leurs intégrales (2), (3), (4) et (5) restant invariables 


lorsqu'on y change 1, 2':, y';, Zi; €), €, eb c en —t, —xi, — yi, — i, — 0, — €, 





et —c,, on voit que les résultats qu'on obtient pour les valeurs positives de 4 
s'appliquent également aux valeurs négatives de ¢ (puisqu'ils restent en vigueur 
lorsqu'on change les signes de «';, y'; et z'; à l'instant initial). 

Lorsque ¢ croit par des valeurs réelles depuis 4 — o, ou bien le mouvement 
restera constamment régulier, quelque grand que soit ¢, ou bien l'une au moins 
des inconnues 2;, Yi,..., cessera d’être régulière quand ¢ tend vers une certaine 
valeur finie /,. Nous allons étudier de plus prés cette seconde hypothèse. 


On a d'abord ce théoréme connu:! 


Si le mouvement est réqulier dans l'intervalle de t— 0 à t—t,. mais cesse de 


l'étre à l'instant t,, la plus petite des distances v,, v,, v, tend vers zéro quand t tend 


m 
vers t,. 

En effet, si la plus petite des distances r,, r,, r. ne tendait pas vers zéro 
quand ¢ tend vers l'instant ¢,, on pourrait trouver une constante positive z, telle 


qu'on eüt par exemple 


oon SORT TAN 


pour certaines valeurs de ¢ comprises dans l'intervalle de /, — 9, à ¢,, et cela 
quelque petite que soit la constante positive d,. En identifiant cette quantité x 
à la quantité x du numéro précédent et en désignant par /' l'une des valeurs de 
l'intervalle de £, — 0, à f, pour lesquelles les inégalités ci-dessus sont vérifiées, on 
conclut du théoréme démontré plus haut que le mouvement serait régulier dans 


l'intervalle de ! à !' 4- T, ce qui implique une contradiction si l'on a choisi 0, 
de telle manière que 7'» à,, d'ou !' + T » t. 


1 Voir p. ex. P. PAINLEYÉ, |. c. page 585. 
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En vertu du théoréme ci-dessus, on peut conclure de l'expression (6) de 


U que 
lim U — +, 


— 
et il existe par conséquent une quantité positive d,, telle que 
U—K>0 


pour chaque valeur de ¢ comprise entre /, — 0, et ¢,. L'équation (23) nous montre 


3 


m va constamment en croissant lorsque £ croît de 
at 


dès lors que la dérivée 


E] 


i, 0, à f,, et il existe par suite une quantité positive 0 (<0,) telle que zu 


conserve le méme signe et ne s'annule pas dans l'intervalle de t, — d à #,. Donc 
la quantité A? va constamment ou en croissant ou en décroissant dans l'inter- 
valle de £, —0 à £,, et tend par conséquent vers une limite déterminée, nulle ou 


positive, quand ¢ tend vers f,. 
7. Si l'on a 


(46) lim R? =o, 


t=tı 


il résulte de (21) que les trois distances r,, 7,, 7, tendent chacune vers zéro quand 


t tend vers ¢,, et que par suite les trois corps se choquent à l'instant /, en un 
^ : € : Fans CL ; 
méme point de l'espace. Dans ce cas, il est clair que la dérivée qr Sera nega 


tive dans l'intervalle de , — 0 à t,. 
Considérons d'autre part le cas oü 


lim 220: 
= 


Il existe alors deux constantes positives, k et d,, telles que l'inégalité 
(47) R?>k 


ait lieu dans l'intervalle de /, — 9, à ¢,. Désignons pour un instant par r„ la 
plus petite des distances r,, 7,, r,. D’après le théorème du numéro précédent, 


on a 


immer. — 10, 
t=h 


et il existe par suite une quantité positive 0,, telle que 


(48) tm X € 
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dans tout l'intervalle de 1, — 0, à t,, la constante & étant prise aussi petite qu'on 
voudra. Soit encore 0 la plus petite des constantes d, et 0,. Les inégalités (47) 
et (48) auront lieu simultanément dans l'intervalle de , — à £,. 

On démontre aisément que, dans l'intervalle de £, — 0 à ¢,, r» désigne une 
seule et méme distance, si l'on a pris e suffisamment petit. 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, il se trouverait dans cet intervalle un 
instant // tel que 7,, désignerait une certaine des distances r,, r,, r, avant et une 
autre aprés cet instant. Pour ¢=t' ces deux distances seraient égales entre elles 
et par suite chacune <e. La troisième distance, étant au plus égale à la somme 
des deux autres, serait par suite «2. 

Les trois distances r,, r,, r, étant ainsi toutes < 2e pour {—{', on aurait, 


d'aprés (2r), 


ce qui est visiblement en contradiction avec l'inégalité (47) si « est pris suffi- 
samment petit. 

C’est par suite une seule et méme distance qui tend vers zéro lorsque t tend 
vers t,. En observant que cette distance est supérieure ou égale à la différence 
des deux autres, on déduit immédiatement de (21) et (47) que ces deux autres 
distances tendent vers la même limite positive. 

En somme nous voyons done que, lorsque le mouvement cesse d'étre régulier 
à wn instant fini t,, ou bien les trois corps se choquent tous en un méme point de 
l'espace, ou bien deux des corps se choquent tandis que leurs distances aw troisième 
tendent vers une limite plus grande que zéro. 

Cette proposition avait été établie d'une autre manière par M. PAINLEVÉ 
(loc. cit. page 586). 

Nous n'étudierons pas dans ce travail le cas où les trois corps se choquent 
tous en un méme point de lespace à un instant fini. Au reste nous verrons 
que cela ne peut avoir lieu que dans le cas particulier où les constantes des aires 
€,, €), €, sont toutes nulles. Les trois corps se meuvent alors constamment dans 
un méme plan passant par leur centre commun de gravité. Quant à leur confi- 
guration au voisinage du choc, nous avons établi précédemment ce théoréme.! 

Si les trois corps se choquent em wn méme point de l'espace, ils tendront, à 
mesure qu'ils s’approchent, de plus en plus ou à former un triangle équilatéral, ou 
bien à se ranger en ligne droite de telle manière que les rapports de leurs distances 
tendent vers des limites déterminées. 
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IV. 


Cas où deux des corps se choquent à Vinstant fini ¢,, tandis que leurs 
distances au troisième tendent vers une limite plus grande que zéro. 


8. Supposons que ce soient les corps P, et P, qui se choquent à l'instant 
fini ¢,. Cette supposition ne restreint pas Ja généralité, car les cas où P, et P, 
ou bien P, et P, se choquent à l'instant /, résultent évidemment du premier par 
un simple changement d'indices. 

En employant les coordonnées et les notations du n:o 2, on aura alors 


(49) lim / pie 0 K 
teh 


tandis qu'il existe une constante positive 5, telle que 
(50) fo b et rj 25 

tant que ¢ reste dans un certain intervalle 

(51) poo D. 


En vertu des égalités (13) et (r4), on tire aisément des équations (17) 


at | <M Fe " E) ; 


dt? TERRE 


are d’n 
dat |" | de 








et on aura par suite, d’après (50), 


p? 


di 
dt? 


|< 
quand t vérifie l'inégalité (51). En observant que, selon (19), les dérivées Z', »/ 
et © ont des valeurs finies tant que r,, 7, et r —r, sont plus grandes que zéro, 
il en résulte successivement que les quantités &', »/, 6’, £, 1, 5, o et g' tendent vers 
des limites finies et déterminées lorsque t tend (par des valeurs réelles) vers ¢,. 


Comme d'ailleurs 


DA Tides 1d? a yd 2\.\(dx\* eal Fal 
(52) ae ae ae Pr | | P i 


les équations (16) et (19) nous donnent 
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2 


der (m, + m,) 


(53) di m —2L, 
où l'expression 
h tle 12 le 2 | tt À c + I I 
69 D=2 (s+ af? +5) + mrt S + zs d mE yt 2) (25-3) 
g 0 rye V^ To" 


2m 2m, K 
2 2 
UT, Ar g 


> 


d’aprés ce que nous venons de trouver, tendra vers une limite finie et déterminée 
lorque ¢ tend vers ¢,. Le second membre de l'équation (53) sera done, en vertu 
de (49), plus grand que zéro quand ¢ passe de /, — Ó' à t,, si l'on a choisi 0! (< 0) 
suffisamment petit. 
zn IN Chr H T TEN 

On en conclut que la dérivée Em croit avec t dans l'intervalle de t, — Ó0' à t,. 
Mais cette dérivée ne peut pas être > o pour une valeur t — // de cet intervalle, 
puisqu'elle serait alors positive dans l'intervalle de ¢' à /,, de sorte que la quantité 


\ 


ositive r? devrait croître quand / croît de t=?t' à t—#,, ce qui est incompatible 
1 


x , Aven 
avec l'hypothése (49). Il en résulte que la dérivée = 
t,—0' à t, et que, par suite, r diminue constamment quand t passe de t,— 0! à t,. 


est négative dans l'intervalle de 


9. Multiplions maintenant l'équation (19) par r et faisons tendre ¢ vers ¢,. 
En ayant égard à (6), (49), (50) et en observant que §', 1, ¢’ tendent vers des 


limites finies, nous obtenons 


(55) lim r IE (y + 7) — 2 (m, + Mi), 


icti 
et par suite, en vertu de (29), 


; dum diae modu dz $e up e dr. 
Ge) Im erui) im la zy) im Eo cm xD ovr 


Or les équations (16) donnent 


qnss 
Fo 





dy Un ee RE Ta eee 
(57) TB 14 dg msn ve) | E m, (r, r,) 


To 


ayn—ys =x(n—uy) —y(£—ux), 
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et comme, d’après (13) et (15), 
Izl et |y| E v, 
[5—pa| et |n— «y| € vo, 
on en conclut 
|an—yé|S2r7y, 
d’où suit, en vertu de (50), 


O7 


IE I I „on 
2 == JR. 


45 Spur HIPS 
1 Tori To Ti 








En observant encore que |7,—7,|<7, on peut done tirer de (57) l'égalité sui- 
vante 


(58) 


j / j hae ym, W 
d (rd Eh | 6m,y, E steh), 


Ur Be ar peo 
où la quantité v/ satisfait à l'inégalité 
(59) Ios]. 


En intégrant, on en conclut 


t 
dy dx  [ dy dx "OM, V, , - ; 
"u dt l^ dt Ÿ um | E ps 2 (SO ESSE C 





pr 


ou encore, puisque r diminue constamment lorsque ¢ passe de /, — 0! à t, 





dy de f dy da 


: ZR = yu en] 
Ti ar ck at yai), Var D), 
où 
_ OM, 
(60) | Y| aS b? t 


Faisons tendre // vers ¢,; nous aurons, en vertu de (56), 


[ou 209 GE yarn, (t, —ó'« t « t), 


et, en considérant les expressions 
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d?z dy d*z d’z 
Je er OUI rri (Diana? 
dt di? dt? di? 


nous trouverons par un calcul analogue 


dz dy 
ey eL A er) 2 
| ya “dt Vocis t) 
(62) | (t, —9 € t« t), 
dx dz ARS 
ima ME 


où les quantités W', et WW, vérifient les inégalités 
1 2 


6m, .bm, 


(63) Ius p et [v]: D 


to. Nous déduirons dans ce numéro les valeurs limites, pour f£ — f,, de 


certaines expressions que nous aurons à considérer dans la suite. 


En différentiant le quotient 7» on trouve aisément 





ar) 
(64) ZT, —w (t,—t). (6, —d'<t<t;), 
où 
(65) MES 


; TT x , NT 
De l'égalité (64) on conclut que * tend vers une valeur déterminée lorsque 


t tend vers #,, et d'une manière analogue on trouve qu'il en est de méme des 


2 1 2 nr 
quotients : et 2: Nous pouvons par suite écrire 


: c E : 2 
66 lim -— 9$, lim -5—; lim -— V 
> X» T» 

i24 7 feno tet, T 
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p, y et w désignant des constantes réelles qui vérifient évidemment l'égalité 
(67) p? + x + v=. 


Les égalités (66) expriment analytiquement le postulat de M. BiscoNocirNI 
dont nous avons parlé dans l'introduction, et qui se trouve ainsi démontré. 

Introduisons maintenant les expressions (6r) et (62) dans l'équation (29). 
En faisant ensuite tendre ¢ vers ¢,, on trouve 


ai) + (ae) + (aa) [= tim laa) 





lim ‚| 
tiet, 
et, d'aprés (55), 


(68) En r = 2(m, + M), 


d’où suit encore, en observant que r diminue quand ¢ tend en croissant vers t,, 


E lim Vr 9" — — Va (m, + mj). 


Multiplions par — y l'équation (61) et par z la dernière des équations (62); 


en ajoutant les égalités ainsi obtenues, on trouve 


où N désigne une quantité qui reste finie quand ¢ tend vers £,. Au moyen des 
égalités (66) et (69) on en tire la première des égalités 


(tims Vp s NE 





EX dt 

(70) EEUU x V2 (m, + m,), 
t=t; dt 
inm ce V V2 (m, + m,), 
tah dt 


dont les deux derniéres s’obtiennent d’une maniére semblable. 


ET. 
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V. 


Introduction d'une nouvelle variable indépendante ». 


finie par l'équation 


(71) 


d'oü suit 


(71 bis) 


ou 


(71 ter) 


dt=rdu, (—1, pour u — 


2 
dt 
uy - 
7 
to 
u 
it = | rdu, 
0 
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Nous introduirons maintenant au lieu de { une nouvelle variable u dé- 


t, désignant une constante réelle que nous fixerons d'une manière convenable 


chaque fois que cette variable w sera employée. 


En posant 
dx dy dz dr 
(Ses [ree ede li A , 
(72) Tu SE Og? 05 Pada} ae 
ou bien 
2 dx dy dz dr 
TREE oa (fate es. er , 
VERUS) AY Be Pet Gas dtl st dt 


les équations (16) et (19) donnent 


(73) 








| du (mme ug. 
dur r 

| diese D. d vans mire ey 
du r r 

| E gr : vi ULI qe 


g (x? + y? + 2/2) + hr? (E? + v? + CR) — 7 (2U — K). 
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M ; / Cie cu à 
Multiplions ces quatre équations par >.’ ,? GF et faisons la somme: nous 
obtiendrons, après quelques réductions, 
dr! 
(75) da mo tm + rb, 
où 
E = 2 Mo (Mo +m) 2m (m EM) À K 
(760 L—xX +yV¥ +22 + FE Segen} mn zei = (Es of? pae 
"0 "0 Df g g 
Posons encore 
I 
7 m,-m,)c 
en ( 0 1) 23 
: = 
I 
5 Mot m 
(77) pee ym " HE 





Do (motm)z 
TY = ry 





En différentiant ces expressions et en faisant usage des égalités (73) et (75), on 





trouve 
(d& vr EL. 
du 
(78) ae = Y rr Ly, 
du Eee + Le 





Cela posé, les équations , (19), (71), ou, ce qui revient au 


( ) 
méme, les équations (r), (2), (5). ) peuvent étre remplacées par les 


équations simultanées suivantes 


{dr ds à EN 
du rU Wn Be dim” 
2 E 
ire LE re afr x, den X nr + Le 
du du du 
dy d'um s du dp = 
(79) aut: re ru 
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dz dz' 1 dy : ; 
— 2 yt rZ, = Zrr'+ La, 
du du du 
dE PE! du r dc x 
ir 1 = 70 
du ze 113 du ! 
dé akg dc! 
p rS HE, ^ rl. 
du du du 
Ces dix-huit équations entre les dix-huit inconnues 
7; ali " Al Fl fr Bl er ge r cf L7 
(4) PT os EHE 02, 2575515 665056 


déterminent ces inconnues, si l'on donne leurs valeurs pour une certaine valeur 
de u. 

Soit {, une valeur quelconque de l'intervalle o € t «t, et désignons par (7,) 
les valeurs des quantités (J) pour ¢=¢,. Les distances r,, rj, 7, étant supérieures 
à zéro pour t=¢,, les variables du n:o I et par conséquent aussi les inconnues 
(I) sont développables suivant les puissances de / — t,, si |t — t, | est suffisamment 
petit. En vertu du théorème de Cavony, cité au n:o 4, on conclut alors de 
l'équation (7r) que la variable ¢ est elle-même développable en série suivant les 
puissances de w quand |u| est plus petit qu'une certaine valeur. En substituant 
pour £ cette série dans les expressions des inconnues (7), on obtiendra évidem- 
ment des fonctions (7) de la variable uw qui vérifient les équations (79). On a 
ainsi une solution de ces équations où les inconnues (7) sont holomorphes et 
admettent pour w— o les mêmes valeurs qu'elles avaient pour t=1t,. 

Mais, d’après le théorème de Caucuy, le système (79) n'a qu'une seule so- 
lution telle que les inconnues soient holomorphes pour u — o et admettent pour 
u —o des valeurs données. Si l'on cherche directement la solution des équations 
(79) correspondant aux valeurs initiales (/,) pour « — o, on retombera done sur 
celle que nous venons de déduire de la solution donnée des équations (1). D'ail- 
leurs, r étant >o pour t=t,, il résulte de l'égalité (71) que w est aussi déve- 
loppable en série suivant les puissances de t—f, quand |t— £,| est assez petit, 
et, en substituant cette expression de w dans la solution du systéme, on retrou- 
vera la solution des équations (1) d’où nous sommes partis. 

Pour la recherche des quantités (7) on pourra done chaque fois employer 
celui des systémes (r) ou (79) ou (16) et (17) qui présente les plus grands avan- 
tages. La distance r n'entrant pas en dénominateur dans les seconds membres 
des équations (79), ce système sera en général préférable quand r devient petit 
par rapport aux deux autres distances. 
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12. Le système (79) est évidemment plus général que le système des équa- 
tions (16) et (17) d’où nous sommes partis, et qui est équivalent au système des 
équations (1), (2) et (3). Il n'est done pas sans intérêt de faire voir par une 
méthode directe que, en choisissant les valeurs initiales (/,) que doivent prendre 
les inconnues (J) pour u — o de telle facon qu'elles vérifient à la fois les égalités 
(77) et les égalités 


| rx + y? + 22, rr — xx + yy + 22/, 
(80) 
0 9 2 9 n" 9 19 I I I 7 
I (ze + yl? + 2) + RE + 2 + CE) = 2 M x TU. 
r? ; Moto Mir. MT 


[cf. l'égalité (19), où K est la méme constante qui figure explicitement dans le 
systéme (79), à savoir dans l'expression L, et en introduisant, dans la solution 
du systeme (79) qui correspond à ces valeurs initiales, € comme variable indé- 
pendante au lieu de w, on aura effectivement une solution de notre probléme 
oü la constante des forces vives est égale à K. 


On constate d'abord aisément que le systéme (79) admet les intégrales 
I 

D My + M,) x 

Jde 24 


af f 4 
Y (s—" y n (m, d ud ß, 


y! m. .)z 
; yess g 4 (Mo + m) 355A 
r Y 


Comme les valeurs initiales (/,) vérifient les égalités (77), les constantes «, 3 et y 
sont toutes nulles, et, puisque r ne s'annule pas identiquement, il s’ensuit que 
les égalités (77) sont vérifiées quel que soit w. 

En éliminant «, £ et y entre (77) et (79), on retrouve les équations (73), 
lesquelles, lorsqu'on introduit { au lieu de « comme variable indépendante, se 
ramènent aux équations (16). De même, si, dans les équations qui figurent dans 
les deux dernières lignes de (79), on rétablit / comme variable indépendante, on 
retrouve les égalités (17). 

Il nous reste seulement à faire voir que la quantité r, qui figure parmi les 
inconnues du système (79), ainsi que la constante A, qui entre dans le méme 
systéme, ont bien la méme signification que dans les égalités (16), (17) et (r9). 
A cet effet, nous posons 
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Jae eee yy E I 
| W=rr — ae —yy — 22, 


| G— S (v ty? c 29) EK t +62) —2M A ede E. 


1 | 
Mo To TA fy, mit 
A l’aide des égalités (13), (14) et (76) qui définissent r,, r, et L, on conclut 
facilement de (79) que les quantités W et @ vérifient les équations linéaires 


dW. om 
| du | g 


| dG 2M 
du  m,r 


Puisque les valeurs initiales (/,) vérifient par hypothèse les égalités (So), W et G 

0 J 5 2 
s'annulent pour w=o. Or les équations (82) n'admettent qu'une seule solution 
jouissant de cette propriété, qui est évidemment la solution 


W=o, G=o. 


Done W et G s'annulent identiquement ou, ce qui revient au méme, l'équation 
(74) et l'équation 


(83) rr'— xx + yy + 22! 


subsistent pour toutes les valeurs de w ou de f. 


De l'égalité (83) on conclut en intégrant que la différence 


9 


r? cay (Ge 3t y dr 2? 


garde une valeur constante, et, puisqu'elle s’annule par hypothèse pour w— 0, 
elle est identiquement nulle, de sorte que l’inconnue r satisfait bien à l'éga- 
lité (r5). 


En introduisant enfin dans l'équation (74) t comme variable indépendante 
au lieu de 4, on retrouve l'égalité (19), d’où l'on conclut que A désigne bien la 
constante des forces vives de la solution des équations (16) et (17) qui coïncide 
avec la solution considérée du systéme (79). 
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Vile 
Etude du cas où l’une des distances est petite par rapport aux deux autres. 


13. Supposons maintenant que le mouvement soit régulier dans l'intervalle 
o<t<t, t, désignant un instant fini, et adoptons les variables du n:o ir. 
Soient ! 

. r y dl 6 > al eel 
- N: (oh Ciao (is Cas Yao 2 Vis yo Las 
(K,) 


c ie gi i Sy ) 
01, Sto This 515 Sax Yas Sao G1» Pis Ji 


les valeurs vers lesquelles tendent les quantités 


EE , diu F A Le TESI 
T=, Tor Tr, 7, ©, Y, % $3,957, 
(K) | 


(bo > 
7 , 
NUQUE Ds. 25 


quand £ tend par des valeurs réelles vers ¢,. Il est évident que les quantités 
(K,) sont finies si le mouvement est régulier pour 4 —/,, et nous verrons dans 
le numéro r4 qu'il en est de même dans le cas où un choc se produit à l’in- 
stant f,. 

Admettons de plus que 


x 
(84) (re 
et 

(85) 0, 7 14%; 


x, désignant une constante positive dont nous déterminerons plus tard la valeur. 
Nous nous plaçons done dans le cas où la distance r — r, est petite par rapport 
aux deux autres r, et 7,. I 

Nous allons d'abord démontrer que la variable u tend vers une limite finie 
u, lorsque t tend vers t,. 

Cela est évident, d’après (7r bis), dans le cas où (r), » o, puisque la limite 
inférieure de r dans l'intervalle £, <t <t, est alors positive (on pourra prendre 
pour 4, une valeur quelconque comprise dans l'intervalle o € t € f,). 

Si (r),— o, nous retombons sur le cas étudié aux n:os 8, 9 et ro, où la 
distance r— r, tend vers zéro quand ¢ tend vers /,, les deux autres distances r, 





! Les quantités a, 5i, Z, &ı, Ya, 21 employées ici ne doivent pas étre confondues 
avec les quantités du n:0 1. 
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et r, tendant vers une valeur plus grande que zéro. L'équation (69) ayant alors 
lieu, il existe une constante Ó"(« 0') telle qu'on ait par exemple 


= dr 


Le Ts Vm, + m, 


(86) V 


pendant que 4 passe de {, — 0" à 4. Ecrivons maintenant l'intégrale (71 bis) sous 


la forme 
£G—0" t 
2 | dt dt 
Piu 7 
to ti—0" 


ATS LP TES 
La dérivée étant constamment négative quand / passe de /, — 0" à ¢,, 


dt 
on pourra, dans la seconde intégrale, introduire r comme variable au lieu de f, 
et, en tenant compte de (86), on trouve ainsi 


r" 


t 
| | I dr TEM na) 
r ) Vm, m, Vr Vm, 4 m, j 


i-o" r 





où 7" désigne la valeur de r pour t — t£, — 0". Cette inégalité montre que l'inté- 
grale qui figure au premier membre tend vers une valeur finie quand / tend vers 
4, ou bien r vers zéro. L’integrale 


étant finie, w tendra done bien vers une limite finie, comme nous l'avions 
affirmé. 


14. Nous voulons maintenant faire voir que les inconnues (/) des équations 
(79) et par suite aussi les quantités (K) sont développables suivant les puis- 
sances de u—w,, et déterminer une limite inférieure des rayons de convergence 
de ces développements. A cet effet nous devons d'abord trouver des limites 
supérieures des valeurs que prennent, pour / — £,, les inconnues (7) ainsi que les 
modules des seconds membres des équations (79). 

Supposons en premier lieu que (r), » o. Par des considérations géométriques 
simples, on voit que 


(enr) eo (Er); 
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d’où résulte, en vertu des hypothèses (84) et (85), 


(roi et (n), >—%, 
et par suite 
M M 2M(m,tm) 


Moro) many 27 Mo Mi x, 
En posant 


_ My (m, +m)” | FAT 


(87) = 27 Mo My x, 49 


, 


on conclut dés lors de (6) et (74) l'inégalité 


a^, + y, + ze 2(r), [m + m, +24, (r)]. 
d’où suit 

la^]. b^ e Ed et H.E Var) Im, + mı 2-4, (0.] 
et, d'aprés (77), 


lod; 121 et p" « 3 (m, + m,) 4 Aire 


En vertu de l'hypothése (84), on aura par suite les inégalités 


(88) lesb ly, Jz',| et le); ES Vix, (m, + m, + An); 
(89) let, 18] et 1] & 3 (m, mi) + 2 45 


ainsi que 


* 
(90) [2]; |ui] et lal« = 


Considérons maintenant le cas où (r),— o pour t=t,. On a alors 





(o1) Lit (r), — O0 


et, d'après (69), (70) et (72 bis), 





(92) g—gy,—2,-—7,—90, 


et enfin, d’après (66), (69). (70), (72 bis) et (77), 


Qt 
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(93) e, (m, m,)p, B, (m,-- mx, y, (m, + m) wv, 


d’où il suit que les inégalités (88), (89) et (go) sont vérifiées aussi dans l'hypothèse 
actuelle. 

Cherchons maintenant des limites supérieures des modules des seconds 
membres des équations (79), en admettant que les inconnues (7) vérifient les 
conditions 


7 


ld t cale Se 
) / 
| 


(94 I’ — (0L; edel, ly’ — ^l et Iz—2,|«£, 





| 12 — 8. In — 9l et [£— 8I, 


le—a,|, 18— Bil et ly—n I<»; I5 


Les constantes X, z/, x et 1! sont des quantités finies et positives, dont nous 


fixerons plus tard les valeurs. 
On trouve, d'aprés (r3), 





np ae RSS) U ES — b (9o x, ) - 0%, ) 








+27, 1j—m)—ey—y.)— ey.) + la N) (y — y) — ey. FP 


2 a [(5 e Lt (2 2) at 2,] ar [(8 Gi) u (2 2) u u; 








ce qu'on peut écrire 
(95) ro = 0 + Pi, 


P, étant un polynome par rapport aux variables 








2 8, Yy-Y,2- 255-5500 © — Las Lis Yi Ct 4. 
En observant que 
(96) l5ıl, [ml et Ile; 
on constate, en vertu des inegalites (90) et (94), que 
2220 #542 %% 


d'ou il suit, d’après (85), 


De 
IP he. 
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D'après le calcul qui précède, cette inégalité aura lieu encore si, dans le 
polynome P,, on remplace chaque terme par sa valeur absolue, et on voit done 


que, sous les conditions (84), (85) et (94), le quotient = est developpable suivant 
0 





les puissances "des différences! 035g. — yi, 2— 2), 5 m ep spe 
légalité (95) et de la dernière inégalité ci-dessus il résulte d'ailleurs aisément 


qu'on a, dans les mémes conditions, 
2 
(97) LOTS 
7 


ou encore, d’après (85), 
(98) BEER 
En partant de l'équation (r4), on conclut d’une manière analogue que 7, 
vérifie l'inégalité 
2 
(99) Ind» e 
7 
ou encore 


(roo) kan) ex 


30 " . + JI 
et que est développable suivant les puissances des différences x — z,, y — 9i, 
= 


^ ~ 


c c 
* Ei, 5 = 


Z, du moins tant que les inégalités (84), (85) et (94) 


. 





L 1 


Lv ji? > 


ont lieu. 


2 : : TNT 
Les seconds membres des équations (79) étant des polynomes de pif et 
b 0 1 


des inconnues (7), nous pouvons donc affirmer qu'ils sont certainement dévelop- 
pables suivant les puissances des différences r—(r),, c — 2,,..., si les conditions 
(84), (85) et (94) sont vérifiées. 

Les conditions (84), (85) et (94) entraînent encore les inégalités suivantes: 


Cale am 
re eed fee s 
SNA 





(ror) 


UN 





2 T: 
rn. > 64 E 








dont nous avons besoin pour caleuler une limite supérieure des modules des 


seconds membres des équations (79). 


= 
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Démontrons par exemple la première des inégalités (roi). Il résulte de (94) 
et (85), 


TER? Sree! : 
d’où suit, en vertu de (96), |5| € = 0,, ou encore, d’après (97), 








Les autres inégalités qui figurent dans la premiere ligne de (ror) se démontrent 
d’une manière analogue. 

Les inégalités de la seconde ligne de (ror) résultent immédiatement des 
inégalités (98) et (100), en observant qu'on a, d’après (go) et (94), 


(102) Iz]. Iyl et 121<%. 


Cela posé, en remontant aux définitions (16), (17), (76) des quantités X, Y, 
Z, =, H, Il, L, on déduit des résultats (98), (roo), (ror), (102) et des conditions 
(94), par un calcul trés simple, les inégalités suivantes 





[Ut [FI et 121< Z5, 
2:1 
) M 
(103) I5. 17] et [| 
2%, 
IZI<A,, 
où 
m, (m, tm)’ mm, tm) ve. En Le 
aed) = | m,m, i M m, m, (ne és an M IK], 


la vitesse V, étant donnée par la formule 
(105) V, VE + me ECS. 


Cette quantité V, est certainement finie, ce qui résulte de l'égalité (74) dans le 
cas où (r), » o, et des résultats du n:o 8 dans le cas où (r), — o. 
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Comme d'ailleurs, d’après (84), (88), (89), (94) et (105), 


i Ir] &» 
Iz lai Te] et [elie Va m an. 
gl I] et IE e Ys, 


le], I8] et 171< 2% 308 + m) +2 4%, 
les inégalités (103) entraînent les suivantes 


Im, +m E rL|«m,- m, + 4,5, 


N. 


Ja + EX, le+r7] et |y4rZ|exa 7 + 3(m, + m,) + 24,5; 





us I + Va (m, Y m, + 4,%)], 


|Xrr' La'|, |Yrr! + Ly'| et |Zrr' + L2'|< (i, + ae 
ré Ba La a a AE 60) 


M 
dci " H t A E H 
ra), re Inc 
En remontant au systéme (79), on en conclut que les quantités qui, dans le cas 


I 
que nous considérons ici, correspondent aux quotients I1,,92, ..., Ze du heo- 


rème du n:o 4, sont plus grandes que la plus petite des quantités 


E ina Mu. le, k' 
Rey; 7 xy eu een: ET: 
2[k +) m, + mı + A,%,)] ot m, Ar XL 2 + 3(m, + m,) 4 2 4x, 











z I UU NET 
m — er, Era 
Jue + Vx, (m, + m, + 4, %,)] 2(V, + x) 2 


2700 





Ms 


bc 


! 


. pe * T 5 
Pour simplifier, nous donnerons à 7’ une valeur telle que — soit plus grand 
#1 


que les autres quotients, et nous choisirons pour k', x et x les valeurs 


EUR TI DATAE 
(106) k' — Va, (m, + m, + 4,4), = = er a UD Em, AZ: 
2 a 


Les expressions ci-dessus se présentent alors sous la forme 
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( Vx, (m, +m +42) Var (m, +m, + 4x) V, (m, + m, + 4,2) 
m, tm + A4) m, +m doe ' m. 
4(m, + m, + n) ptm, + AU M + 4(m, +m)+34,% 
(107) | 2 | 
Va, (m, + m, + 24,2) bx TUA so" 
2h, x, +m, y M aM 
“= 1 F X, 


En désignant par Q', la plus petite de ces quantités, le théorème de Cavenv 
cité au n:o 4 nous permet dés lors d'affirmer: 

1) que, dans la solution des équations (79) qui se déduit de la solution donnée 
des équations (x), les inconnues (1) ou plus généralement les quantités (K) sont 
développables en séries suivant les puissances croissantes de u— u,; 


2) que ces séries convergent tant que 
(108) |«—23,| « Q^, 


3) que les inégalités (94) auront lieu tant que wu vérifie l'inégalité (108). 


VII. 
Définition d'une eontinuation réelle du mouvement aprés un choc. 


15. Considérons maintenant plus en détail le cas déjà traité au n:o 8, où 


l’une des distances tend vers zéro et où l'on a 


lim R—R,, 


t=tı 


R, étant une quantité positive. En supposant toujours que ce soit la distance 
r=r, qui tend vers zéro, on aura, d’après (2r bis), 


_ 8 
Ot Vh ; 
et en posant 
x =— R, 
X, = DE 


les inégalités (84) et (85) auront lieu, de sorte que nous nous trouvons dans le 
cas traité aux n:os r3 et r4. En vertu des résultats obtenus plus haut, les in- 
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connues (/) seront done développables en séries suivant les puissances de (u — w,). 


A l’aide des égalités (91), (92). (93), et en observant que 


on calcule sans peine les premiers termes de ces séries; on trouve ainsi: 











(Ls + M +m, C CE M (m, + m) - ; 
E u—uU vee, Gla Ft, — — E(u —u,) c: 
= 6 = ( ) RE = > 60,3 51 ( |) sis E 
Mo + M; 9 , : M (m, Fm), " 
ent a) HE EL E 60,3 AU) Eee 
SUED ENT eee Cr " anre M (m, + m4) - 
| Sub arm 6 ALY (pee Un) ie a 2 RE BAD 6 (u u aen 
PER po re Quest 
i109) | my, +m 
| g-——— Qp(u—u) t. = (m, + m,)q(u-—)---, 
m +m 5: 
I ? c uU) er y! — (m, + m) x (wu — 3) +: 
m, + m : 
2 = uw U) ess, != (m, + m,) W(u— u,) +-- 
My +m 4 
a uos (t u) CHE, r = (m, + amy) (wt) #5, 
m, +m : 
(110) p ee RU e i : 
) 


tous les coefficients ayant des valeurs réelles. Ces séries convergent tant que u 
vérifie l'inégalité (108). 

De la dernière équation on peut tirer u— u, sous forme d'une série suivant 
les puissances entières et positives de (t—t,)', et, en substituant cette série au 
lieu de w—u, dans les formules (109), on trouve que les quantités §, 7, 5,... 
sont aussi toutes développables suivant les puissances entiéres et positives de 
(L—1,)*, du moins tant que [{—t,| reste plus petit qu'une certaine quantité po- 
considérées comme fonctions de ti, admettent 


, 


sitive e. Les quantités u, £, n,... 
done £—1, comme un point singulier algébrique autour duquel se permutent 
circulairement trois branches de chacune de ces fonctions. 

Par les séries ainsi obtenues nous pouvons, en particulier, calculer les valeurs 
des quantités r, x, y,... dans le mouvement considéré pour chaque valeur réelle 


\ 


de ¢ comprise dans l'intervalle det, — & à ¢,. 
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Mais ces mêmes séries nous permettront encore de définir une continuation 
du mouvement de nos corps après le choc. La seule continuation réelle s'obtient 
évidemment en choisissant la détermination réelle et positive de (£— £,)5. La 
valeur de cette expression étant réelle et négative pour les orbites primitives, 
on voit done que, pour passer de celles-ci aux nouvelles orbites, il faudra faire 
décrire à la variable complexe ¢ un chemin tournant autour du point ¢, de telle 
manière que l’argument de £—t, augmente ou diminue de 37. D'ailleurs, si 
l'on prend pour variable w au lieu de ¢, les nouvelles orbites seront évidemment 
représentées par les développements (109) en y faisant w—— #4, o. 

D’après le principe du prolongement analytique, les coordonnées des corps 
verifieront encore pour ¢>¢#, les équations différentielles du mouvement et leurs 
intégrales premiéres, de sorte que la constante des forces vives et celles des aires 
garderont les valeurs qu'elles avaient avant le choc. De même, l'égalité (15) 
restera constamment vérifiée, et comme, d’après (109), la quantité r est positive 
après le choc, on voit qu'elle représentera toujours la distance P, P,. 


I] résulte des développements (ro9) que les rapports = = = tendent vers 


les mêmes limites y, zy, v (qu'on peut supposer différentes de zéro, en orientant 
convenablement les axes des coordonnées) lorsque ¢ tend vers £,, soit en croissant, 
soit en décroissant. On voit done que les orbites des corps P, et P, présenteront 
chaeune un point de rebroussement au point oü ces corps viennent se choquer. 
Au contraire l'orbite du corps P, restera continue dans le voisinage de l'instant 
t, du choc. Les orbites que décrivent ainsi les corps aprés le choc se rattachent 
du reste d'une facon continue aux orbites qu'on obtient en faisant varier d'une 
facon continue les valeurs initiales des coordonnées et des composantes des vi- 
tesses de ces corps de facon à faire passer les corps tout prés les uns des autres 
sans se heurter. 

Il va sans dire que, lorsque nous parlons de la continuation du mouvement 
aprés un choc, nous supposons qu'il s'agisse de corps idéaux qui se réduisent à 
des points matériels, sans quoi, dans le voisinage de l'instant ¢,, d'autres forces 
que leur attraction mutuelle entreraient en jeu. 


16. Puisque les coordonnées de nos points idéaux vérifient encore pour 
L1, les équations (1)—(5), les résultats obtenus plus haut resteront vrais aussi 
pour le mouvement aprés le choc, qui, en particulier, ne cessera d'étre ré- 
gulier que lorsque survient un nouveau choc. Supposons que ceci ait lieu à l'in- 
stant ¢,; nous nous proposons de chercher une limite inférieure de l'intervalle 
p. 
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D'aprés le théoréme démontré au n:o r4, les inégalités (94) auront lieu 
tant que [u—u,|<Q',, et, comme les inégalités (84), (85) et (94) entraînent les 
inégalités (98) et (roo), il s’ensuit que les distances 7, et 7, sont >o quand 
|«— u,| € Q',. Si un choc a lieu après l'instant ¢, durant que |u — u,| « Q';, ce 
sera par suite la distance 7 qui deviendra nulle. 

Faisons croître « par des valeurs réelles à partir de la valeur w,; il suit 
des deux premiéres des équations (79) que r et r', partant tous les deux de la 
valeur o, iront constamment en croissant, du moins tant que m, + m, +rL>o. 
Mais, selon (103), on a |£| € 4, tant que les égalités (94) sont vérifiées, ce qui 


: I Y. 5 
a lieu par exemple quand w—w, - -Q',. Pour les valeurs de r satisfaisant à 


l'inégalité 


nous aurons donc 


I 
= (m, +m)>m+m +rL> = (m, + m4), 


à I : : 
du moins tant que u— u, <-Q',. Des équations 
Sires 


I 
p = Mo Mm, sm do, 
dr meet io 
Se TUR E 
du du 


on tire alors successivement les inégalités 
3 (m, +m j(u—u,)>r > : (m, + m4) (u— u), 
= 0 1 = 
3 I 
(111) : (m, + m) (u— u)’>r> À (m, + m,)(u— u,)?, 
I 4 3 
(112) deer (m, + m4) (u — u4»?, 
qui sont valables tant qu'on a simultanément 


a FAT: 
T X, et u—W X 7 Q.. 
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On aura à distinguer deux cas, suivant que l'une ou l'autre de ces inégalités 
cesse la première d’être vérifiée quand « croît depuis w,. 


[ I : ; 
Premier cas: o<r<d, quand o<u—u,<~-Q',. L'intervalle t, —/, étant 


: ; ^ x nn 
certainement plus grand que l’accroissement de ¢ lorsque u croît de uw, à u, + Q",, 


on conclut de l'inégalité (112) que 


t, —t, > (m, + m,) Q',5. 


I 
90 
p 


= 


Second cas: v — À, pour u—u, —0 | Q'), tandis que o £r «4, pour 
Q «Cu — M4 SO. 


En mettant r— A, et u— u, — 6 dans l'inégalité (rrr), on trouve 


2 


OS — 4 Ay a 
3 (n, + m) 


ou, en substituant à À, sa valeur, 


La valeur de ¢ pour # —u, + 6 satisfera par conséquent, d’après (112), à l'iné- 
galité 
mtm, 2 
Qu se ENSE pass 
18 À, OE 


qui sera à plus forte raison vérifiée pour £ — t,. 
En résumé nous pouvons affirmer que l'intervalle de temps entre les deux 
chocs considérés est supérieur à la plus petite des quantités 


RRQ ste om |) 2 
(113) 96 u et 18 À, ed 


On aurait des résultats analogues si c'était la distance r, ou la distance r, 
qui s'annule quand ¢ tend vers £,. 


17. Lorsqu'on fait croître ¢ au delà de la valeur ¢,, le mouvement que nous 
venons de définir au n:o r5 ou restera constamment régulier, ou bien cessera 
d’être régulier lorsque ¢ tend vers une certaine valeur finie {,. Comme au n:o 7 


on démontre que, dans ce dernier cas, ou les trois corps se choquent tous en un 
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méme point de l'espace à l'instant ¢,, ou bien deux des corps se choquent tandis 
que leurs distances au troisième tendent vers une limite supérieure à zéro. Si 
l'on suppose que la quantité À tend vers une valeur positive R, quand t tend 
vers t,, c'est ce dernier cas qui aura lieu, et, en procédant comme aux n:08 11—15, 
on pourra alors définir une continuation réelle du mouvement des trois corps 
idéaux au delà de l'instant /, qui constitue un vrai prolongement analytique de 
celui que nous avions défini pour /,«t«1,, et par suite aussi du mouvement 
primitif. 

On pourra ainsi continuer le mouvement aprés chaque nouveau choc, à 
condition que la quantité À ne s'annule pas. 

Dès lors, deux cas sont a priori possibles: ou bien le procédé décrit ci-dessus 
permet de définir de proche en proche le mouvement pour toutes les valeurs de t; 
ou bien les valeurs ¢ pour lesquelles on peut définir le mouvement par notre 
procédé admettent wne limite supérieure finie t. Nous allons chercher la con- 
dition pour que cette derniére circonstance puisse se présenter. 


Il est d'abord clair que nous ne pouvons pas continuer le mouvement après 


un instant { auquel les trois corps se choquent tous en un méme point. Dans 


ce eas, on à 


(114) lim eo, 


t=t 


et il résulte du raisonnement des n:os 6 et 7 qu'il existe une quantité positive 

; notes Ole E Re er 

à telle que la dérivée 23 est constamment négative dans l'intervalle de t — Ó à t. 
d \ 

Mais la circonstance en question pourrait se réaliser encore d’une autre 

manière. Supposons, en effet, qu'il se produise une infinité de chocs successifs 


deux à deux entre les trois corps, et que les valeurs correspondantes 
CENE ee Pee RS 
de la variable t tendent vers la limite finie t: 


(115) lim t, — f 


= 





Il est évident que notre procédé de continuation ne nous permet pas de 


dépasser l'instant ¢. Nous allons voir que l'égalité (114) a lieu aussi dans ce cas, 
et qu'elle constitue ainsi la condition cherchée. 
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18. Supposons done qu'on ait l'égalité (115), ¢ étant fini. Le mouvement 
cesse nécessairement d’être régulier pour {=t. Il s'ensuit d'abord que la plus 


petite des distances ry, r,, r, tend vers zéro quand t tend vers t, ce qu'on démontre 
par un raisonnement identique à celui du n:o 6. Comme dans ce numéro, on 


Dx. x RK re 
en conclut successivement que U—K>o, que la dérivée est positive et, 


9 


À APE : SA. =. 
par suite, la dérivée croissante dans un certain intervalle £— à, « t € t, d’où 


dt 
il suit encore que la quantité À? variera constamment dans le méme sens pour 
t—d<t<t, si 0 est suffisamment petit, et qu'elle tendra par conséquent vers 
une limite déterminée, positive ou nulle, lorsque ¢ tend vers #.! 

Si nous démontrons que cette limite de À ne peut être positive, nous aurons 
établi que Vhypotése (115) entraîne comme conséquence l'égalité (114), et, en 


méme temps, que est négative dans l'intervalle de t — 0 à t. 


[ 
dt 
Admettons un moment qu'on ait 
lim À 5 o. 
t=t 
En raisonnant mot à mot comme au n:o 7 (à cela près qu'on remplace /, par t), 


on démontre qu'une seule el même distance tend vers zéro quand t tend vers t, 
tandis que les deux autres tendent vers la même limite positive. 

Admettons encore, pour fixer les notations, que ce soit la distance r — r, 
qui tend vers zéro, de sorte qu'on aura 


(116) lim r— o 
t=t 
et 
(117) lim 7, — lim 7, — lim. o>k, 
t=t t=t t=t 


k désignant une constante positive. Il s'ensuit qu'il existe une quantité positive 


Fe observer dan m de nos corps idéaux que nous avons défini 
‘Tl faut observer que, dans le mouvement de nos corps idéaux que nou let 


pour £« f, les coordonnées de ces corps, et par suite aussi leurs distances et la quantité R 


: i us «d R7. ; d 3 
sont des fonctions continues de ¢. De plus la dérivée — _ =2gr  , +2hp- ® reste continue 
id € 


dt 


d ee : RE aa, CHER ; NE E 
aussi au voisinage d'un choc. Le fait que la dérivée seconde dE devient infinie aux instants 
dE 

de choc n'a alors aucune influence sur le raisonnement du texte. 
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b telle que les inégalités (50) ont lieu tant que { reste dans un certain intervalle 


t—d<t<t. Comme au n:o 8, on en conclut que 


das d* 1) 
d?| |de 


dans cet intervalle, et que £', 1, C', &, y, C, o' et o tendent vers des limites finies 


i 





di g M 
dt? b? 


et délerminées quand t tend vers f. La vitesse 


tendant done aussi vers une limite finie et déterminée quand ¢ tend vers ¢, on 


pourra trouver une constante V telle qu'on ait 
V<V pour t > 0"<t<t, 


)' désignant une constante positive convenablement choisie. 
D'autre part, d’après les relations (116) et (117), on peut trouver une quan- 


tité positive z, telle que 
e et 0 14% 
tant que { vérifie l'inégalité 
i-—0' «1t, 


0" désignant une constante positive. Soit 9 la plus petite des quantités 0! et 0” 
et désignons pour un moment par ¢, l'instant d'un choc quelconque qui a lieu 


entre / —óÓ et t. En adoptant les notations des n:os 13 et suivants, il est des 
lors évident que les inégalités (84) et (85) seront vérifiés et que la quantité V, 


[voir la formule (105)] satisfera à l'inégalité 
V ep 


En écrivant dans les expressions (104) et (107) V au lieu de V,, on obtiendra 
1? 


une valeur 4, de 4, et une valeur Q', de Q', qui satisfont aux inégalités 


À 2, QS 
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d’où suivent encore les inégalités 


+m, 01.3 > Mo + m, Q 3 Mm +m, ]4 2 . me Fm, y 2 
96 A 96 ini nin8 4 3A, 5-384, 31 


m, 


“A 


Or les résultats du n:o 16 s'appliquent également à l'intervalle compris 
entre l'instant ¢, considéré ci-dessus et l'instant du premier choc qui a lieu après 
t,. Cet intervalle est par suite plus grand que la plus petite des quantités (115). 
En désignant par j la plus petite des quantités 


Mo + MGs qp Mo tM V 2 


96 18 À, 


nous pouvons done conclure des dernières inégalités ci-dessus que l'intervalle de 
temps entre deux chocs successifs quelconques qui ont lieu dans l'intervalle de 


t— 0 à t est supérieur à j, de sorte que le nombre de ces chocs sera nécessaire- 


ment plus petit que le quotient $ Or cette conclusion est en contradiction avec 
la supposition (115). Donc l'hypothése 


lim R>o 
t=t 


doit être rejetée, d’où cette conclusion: 
Si l'égalité (115) a lieu, la condition (x14) est nécessairement aussi vérifiée. 
En résumant nous pouvons énoncer le théorème suivant: 


Le procédé décrit aux n:os 15 et 17 permet de continuer le mouvement jusqu'à 
ce qu'on trouve une valeur t telle que 


lim Z— o. 
t=t 


De plus, s'il existe une telle valeur t, on peut déterminer la quantité positive 3 de 
s TERES d'a oe y: ur ee 
manière que la dérivée T soit constamment négative dans l'intervalle de t —à à t. 


Nous verrons dans la suite qu'un tel instant ¢ ne saurait exister que dans 
le cas particulier où les constantes des aires sont nulles toutes les trois. 
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VIII. 


Non-existence d'un instant fini 7 tel que lim À —o dans le cas où les con- 
t=t 


stantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois. 


19. Dés maintenant nous écarterons constamment de nos considérations le 
cas particulier des trois corps où les constantes des aires sont nulles toutes les 


trois. Nous supposerons donc que la quantité 


M LL — 
IIS = —— Ve, Cai ce 
( 8) Î m,m,m. 0 a 1 2 


vérifie l'inégalité 
(119) P2708 


Cela posé, nous démontrerons d'abord le lemme suivant: 
Lemme: Soient R' (70), H' et R" (> 0), H" les valeurs que prennent les fonc- 
tions R et 


tZ 


dR 
dt 


f 


(120) He R | 5 


E KR4 
pour t=t' et t —t'. Si la dérivée oe ne change pas de signe dans Vintervalle de 
! al, on aura 

A>! ou Hh <a! 
suivant que 

RER Ou, dios. 


D’après l'expression (33), la quantité P est supérieure ou égale a la somme 


des trois expressions 


2 


p 


g[.dy _ ey he ES 
(« dt Va 
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Mais, à l’aide de la première des équations (18), on trouve, après quelques ré- 


ductions, 
TRUST) ER he sc MERE IR eg ee: |’ gH , 
sb dt a) "i iE" “gre NUT Ts co] R? “> 
d'où 


gui xd dim t NE wa | Mo i 
(x dt 2) + = R | \m,m, m, R} ’ 


2 
p? 


et, en faisant usage des deux autres équations (18), on trouve de méme 


g[,dz dy, esq M c, 3 
al ^ | in) = = 


I „Ir __ =) h cest > | Me, N 
dt ‘dt + ales so V2 m,m,m, R| ' 





de sorte que la somme des trois expressions en question est elle-méme supérieure 
ou égale a 


Fre Mg] re 
m,m,m,R| '*? 1 27 RÀ 


d’où résulte enfin qu'on peut écrire 
(121) P= JE TO AE 


la fonction F vérifiant l'inégalité 
(122) THE 


En substituant cette valeur de P dans l'équation (34), on obtient l'égalité 


BM  — HH 


= 


@R |dR3 , fe 
dt? Uu z 3 


qui, multipliée par P. dt et intégrée entre les limites // et /", nous donne 


1" 
mn fett 


H 


dt, 
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ou encore, puisque par hypothése la dérivée i Me change pas de signe dans 


dt 
l'intervalle de /' à t", 
p" 
H'—H'— | FAR, 


R' 


d'oü résulte immédiatement notre lemme. 


20. Supposons maintenant que À tend vers zéro quand / tend vers la 


valeur finie 1. D’après le théorème énoncé à la fin du n:o 18, il existe alors 
37. ne d UNE NER 
une quantité positive 0 telle que la dérivée E soit constamment négative dans 
d 


l'intervalle de t— 0 à t. 


Soit ' un instant entre { — 9 et { auquel le mouvement est régulier. Comme 


à cet instant À et en sont finis et R>o, il suit de l'égalité (120) que la fonction 


dt 
H admet également une valeur finie H' pour t — f. 


Soit encore // une valeur quelconque de ¢ comprise entre /' et £ et R" la 


Ea ULT Lp : 
valeur correspondante de A. La dérivée —— étant négative dans l'intervalle de 


dt 
ta t", on aura 
IRAN! = 
et par suite, d’après le lemme du n:o r9, 
H"«H!' 


Puisque, d'aprés (120), 


f: | 
n AE RO RUES 


on en conclut que linégalité 


Fr + KR" <i 


subsiste pour toute valeur 2" comprise entre /' et t. 


Cela posé, en faisant tendre /" vers f£, la quantité A" tendra vers zéro, 
d'aprés notre hypothése, et le premier membre de l'inégalité ci-dessus tendra 
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done vers l'infini, puisque f?>o. Comme Z' est fini, cette inégalité implique 
done une contradiction dés que la valeur /" est suffisamment rapprochée de t. 
Done l'hypothése admise au début de ce numéro doit être rejetée, ce qui donne 
le théoréme suivant: 

Si les constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, la quantité R ne 
saurait tendre vers zéro lorsque t tend vers une valeur finie t. 

En vertu du théorème obtenu au n:o 18, il s'ensuit que, si les constantes 
des aires ne sont pas nulles toutes les trois, la méthode dont nous nous sommes servi 
plus haut pour continuer le mouvement de nos corps idlaux après un choc ne sera 
jamais en défaut, et nous permettra donc de définir leur mouvement pour des valeurs 
de t aussi grandes qu'on voudra. 

D’après ce que nous avons dit au commencement du n:0 6, on voit immé- 
diatement que tous les résultats que nous avons obtenus en faisant croître ¢ 
depuis £— o sont encore valables si l'on fait décroitre { depuis to vers — c. 
En particulier, nous pouvons continuer le mouvement avant des chocs éventuels, 
de sorte que le mouvement des corps sera bien déterminé aussi pour les valeurs 


de temps comprise entre o et — ©. 


IDS 


Détermination d'une limite inférieure de R dans le eas où les constantes 
des aires ne sont pas nulles toutes les trois. 


21. Soit maintenant /' une valeur quelconque réelle et finie de t. Comme 
nous supposons que les constantes des aires ne sont pas toutes nulles, il résulte 
de ce qui précède que À admet nécessairement pour tt une valeur A&' qui est 


BAS , peep DR A 
finie et plus grande que zéro, et que la dérivée — admet de méme une valeur 


dt 


"odio : m : 
finie “dg. Pour i=t, qu'un choc se produise ou non à l'instant #. La fonction 


H admet done aussi pour £ — // une valeur finie H'. 


Cela posé, cherchons comment se comporte la quantité R dans le voisinage 
de l'instant t'. 
Si R n'a pas un minimum pour ( — //, on trouvera certainement, avant ou 


A 3 «o MR à : 
aprés //, un instant /" tel que la dérivée di Conserve le méme signe et que À 


soit inférieur à À! dans l'intervalle de t' à t". D’après le lemme du n:o ro, on. 


aura alors 
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HA! < H' 


ou 


I! fa ! 
a + KR t.a EH. 


d'ou suit 


SH —KR'<H'+|KIR| 


ou bien 


22 > ik : 
(23) 2H (KTR 


Faisons varier /" de manière que la valeur absolue de /"— /' augmente. 


L'inégalité (123) restera valable jusqu'à ce que /" passe par une valeur, soit D 


dk 2 La > 
où change de signe. R admet alors un minimum pour t=t et augmentera 


dt 
lorsque [{!—4#| continue à croître. L'inégalité (123) sera par suite vraie aussi 
pour |// — t| » |t— (| tant que R croit avec |?" —'|, c'est à dire du moins jus- 


qu'au moment où À passe par un maximum. 
J/ 


Ce AST) "m ( 
Si R' est précisément une valeur minima de À, de sorte que ur? 
l'égalité 1 


d R' 


avast yy 23] 
HR | 


2 NE 
[RR 


nous donne 


P 


= CEDERE 


On aura done encore l'inégalité (123), du moins jusqu'au moment où À passe 
par un maximum. On est ainsi conduit à ce 


Théorème: Si les constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, on a 


; zn 
(124) RBPWI[K|R 


.dans chaque intervalle de temps qui comprend t' et où R n’admet pas de maximum, 
sauf peut-être pour 1 — t'. 
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n'est jamais négative, 


a 


d’où l'on conclut que À n'a pas de maximum. On sait d'ailleurs que, dans ce 


a Jc = Missal etd 
Si K € o, l'équation (23) montre que la dérivée 


cas, À tend vers l'infini quand ¢ tend vers + o» ou vers — c, et notre théorème 
donne par suite une limite inférieure de R qui reste valable pour tous les 
temps. Il en est de méme lorsque K 0, pourvu que R ne présente pas de 
maximum pour les valeurs finies de ¢. Pour déterminer la limite en question, 
nous pouvons faire par exemple //— o, et notre résultat peut alors se résumer 


comme il suit: 


: fe ra LR 
Théorème: Zn désignant par R° et Ei les valeurs de R et E t pour t — 0, 
on aura toujours 
pm 


"I 


si K Xo, et 


TRE 2 
| s KG oan Lf? 


etr 


dt 


si K>o et si R ne présente pas de maximum pour des valeurs finies de t. 


Nous ferons voir dans les numéros suivants que, dans le cas où K > o et 
où A admet du moins un maximum pour une valeur finie du temps, on peut 
encore trouver une limite inférieure de R valable pour tous les temps et qui ne 
dépend que de f et K. 


22. Considérons done le cas où 
(125) K>o 


et admettons que R passe par un maximum R' pour t= /', de sorte qu'on aura 


ad R' 
(126) ARE = 
et par suite 
H=KR+L. 
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Comme Z' est un maximum, il existe certainement dans le voisinage de /' 


. EUN E : 
un instant ¢ tel que la dérivée — ne change pas de signe et que À < R' dans 


dt 


l'intervalle de /' à £". D’après le lemme du n:o 19 on aura alors 


d R' 


a) tER D <KR+ 


R' | 


d’où il suit successivement 


r I " SUR I 
Ec eee) R 
kou NE 


et enfin 
E VAR. 


On aura donc 
H'«fVK -- KR, 


et, en faisant usage du premier théoréme du numéro précédent, on en conclut 
que linegalite 
f 
(127) SS e 
[VK +2KR). 

a lieu depuis le maximum de R qui précède immédiatement le maximum R' jusqu'au 
premier maximum qui le suit. 

Cette limite inférieure de À deviendrait de plus en plus petite si, ¢ tendant 
vers — o» ou vers +, on rencontrait des maxima À' de plus en plus grands. 


Nous verrons cependant qu'on peut trouver une limite positive fixe qui reste 
valable quelque grand que soit le maximum considéré Z. 


23. Remarquons d'abord que, en vertu de l'égalité (19), on a toujours 


2U— Ko 


ou bien 





Vt 
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d'où Pon tire, en désignant comme plus haut par r, la plus petite des di- 
stances ri, 


ll V 


I | I DET | uU 
E es S > 
Tm nes Ts - Ms 2M 
ou encore 
Tm = 4; 

en posant 

2 MI er I I 
(128) q= > | a ar : 

K my ma «m», 


En général, le mouvement se passe de telle sorte que tantót l'une tantót 
l’autre des trois distances 7; est la plus petite. Mais, puisque les r; sont des 
fonctions continues du temps, il est évident que chaque fois qu'une certaine 
distance cesse d'étre la plus petite, elle deviendra égale à une autre distance, 
de sorte qu'elles seront toutes les deux <q. La troisième distance étant alors 
X 2q, on voit done que, au moment considéré, toutes les distances sont <q V5 
(limite trop élevée mais choisie de maniére à simplifier les formules), et que 


par suite 
R<R,, 


où À, désigne la racine positive de l'équation 


9 Su WE I I 
(129) Ro 9g st 


M m, M 


Nous pouvons en conclure que, dans un intervalle de temps où E 7 R,, une seule 


et méme distance reste constamment <q. 
24. Considérons le mouvement pendant un intervalle de temps où l'inégalité 
(130) RR, 


est constamment vérifiée, et admettons, ce qui ne restreint pas la généralité, 
que ce soit la distance r, qui, dans cet intervalle, reste inférieure à g. En em- 


ployant les coordonnées et les notations des n:os 2 et 3, nous aurons alors 


(131) r<q. 


Avant d’aller plus loin nous voulons déduire de (130) et (131) quelques 
autres inégalités dont nous aurons besoin, et fixer une certaine valeur R, de la 


quantité À qui jouera un rôle important dans la suite. 
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A cet effet, nous déterminerons d’abord une constante positive o par la 
condition 


(129 bis) R2i=(9+ 0h) @, 


g et h étant définis par les égalités (10). En rapprochant cette égalité de l'égalité 
(129), on trouve pour o? l'expression 


m en ME Emam 
d’où 
(133) 0x2: 
Nous aurons alors, d’après les formules (21 bis), (130), (129 bis) et (131), 
(134) o>oq, 


(136) 


De méme, l'équation (21 bis), qui peut s'écrire 
2 : 2 
hg?— R? —gr?, 
UI E 
nous donne pour o l'inégalité 


ZR 
I os 
v^ S p iz 


et d'autre part, en remarquant qu'on a, d’après (129 bis), (130) et (131), 


jV posi IR 1 rg? 
gr 99 gt @h-gt+oh 


l'inégalité 
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(138) lI 
I 0 e E 
7 [f Vh 


où la constante 


(139) a= V M 
gtorh 


est plus petite que r. 


Cela posé, nous allons définir la constante A, par l'égalité 
(140) R, petri 


d'ou il résulte que À, > R,. 
En désignant par à,, o, les valeurs de o correspondant respectivement aux 


S02 So 


valeurs À, et R, de R, on aura alors, d’après (137) et (138), 
0 0 > Dif E 


et par suite o,» o,. On en conclut que fout intervalle de temps dans lequel R dé- 


croit de R, à R,, renferme un instant t où l'inégalité 


do < 
[9 
dt 
est vérifiée. 
R, 0,... désignant les valeurs que prennent À, o,... pour un tel instant 


t, on aura dés lors, d’après les inégalités démontrées ci-dessus, 


do 
(141) dt < 0, 
(142) R,<R< Re 
R R 
T 9 0 <a 0 
(143) Im vn 


25. Les équations différentielles du mouvement restant invariables lorsqu’on 
change t en —t ainsi que le signe de toutes les dérivées premières, on voit aisé- 
ment que les limites inférieures indépendantes de ¢ qu'on trouve pour À après 
un maximum seront aussi valables avant ce méme maximum. 
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Étudions done les valeurs de R après un moment // où R passe par un 
maximum À'. Pour la démonstration il nous sera nécessaire de diviser les maxima 
en trois classes, suivant la grandeur du maximum A' et celle du minimum A" 
qui le suit immédiatement, 

A la premiére classe nous rapporterons les maxima qui vérifient la con- 


dition 


RER 


"e 
D’après le résultat du n:o 22, on aura 


f 


i : 
{VK Yak R, 


depuis Vinstant ¢ oü À passe par un tel maximum jusqu'au premier maximum 
qui le suit. 
La seconde classe comprendra les maxima pour lesquels 


R'>R, et R'>R,. 


D’après la définition même, on aura dans ce cas 


depuis l'instant // jusqu'au premier maximum de À qui se présente après #!. 


Enfin, les maxima de la troisième classe satisfont aux inégalités 
! > Ne 
RSR; deb han 
Ils seront étudiés de plus près dans la suite. 


26. Considérons done un maximum de cette troisième classe. R diminuera 
constamment de R'(> R,) jusqu'à une valeur de R inférieure à R,. Nous sup- 
poserons de plus que c'est la distance r, qui est petite quand R>R,. D’après 
ce que nous avons trouvé à la fin du n:o 24, il existe alors un moment ¢ (>!) 
où ont lieu les inégalités (r41), (r42) et (143). 

Pour trouver une limite inférieure de A, nous allons chercher une limite 


supérieure de la fonction H pour t=t. Pour cela il nous faut connaître une, 


, où bien, puisque 


R 
dt 


D. A VE) 
telle limite pour la valeur absolue de la dérivée - 
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Se ie di do 


(14 a 
144) dem Par 


des limites supérieures pour les expressions 





Vu les inégalités 
do) | NI oA NE e a dr) 
ER ji la y I. 2 (7) 
et 


CRAN Cp) fev" CAE 
(x45) | u (2) ng (o: = EH £ 
on tire de (r9) l'inégalité 


(146) g (e) +h G4) = 2U—K. 


Mais on a pour À > R,, en vertu des inégalités (133) et (136), 


I I 
2M 2M 2M | T T | m, M, N K 
ru + = 3 = = == = SS ENS 
Moto Mrs (o—r)q Wm, m, I NEN EE 


m, M m, 
et par suite, selon la définition de U, 


2 M 


MT 


> 


Oh < 


de sorte que l'inégalité (146) peut s’écrire 


PNEU 
« 


dr\* do 
| & le MT 


g le: 





On en tire 


el e 2 M 
gM? 


et par suite 
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et enfin 
-dr| . ]- Mq 
(147) l | li gm, 
o-S|. A cet effet 
el ^ cet effe 








Il nous reste à chercher une limite supérieure de 


27. 
différentions l'équation (22) deux fois par rapport à ¢, ce qui nous donne 


^9 


d? o ' (5) - pHs dy ^ di 7 d ‘ HE (5 
tea) ae ge > de e di $5 | 


et par suite, d’après (145), 
din db 


ae = de ar‘ ie’ 


ou encore, au moyen de (17), 
uoo Alas + yy +20) 
^9 T 





oe —u(xE+ yn +20) n 
"o | 9 


d? o À 
DS Ne 
n : 7 


RTE ONT (iG t= pat ae) 


d’où suit 
—[e —2(x$ * yn t 25) + lo — (x5 + yn + zo), 


ou encore, puisque [tË + yn+2C|<7e, 


Or ]0 Eu (r$ yy + zC)|. 


De l'équation (14) on tire d’une manière analogue 


or, >] +A(eF + y7y4+26)|. 


En vertu des deux dernières inégalités, on conclut de (148) 


Te 


ou encore, selon (136), 
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é OP) py Aor e 
(149) di =”? 
avec 

; M o? 
(150) C= (o =) 


Pour aller plus loin nous devons considérer séparément: 


Cf c o durant que ¢ croît de ! à t; 


1 
I)le cas oü di 


: : ; . aC, 
2) le eas où il existe un instant /" entre /' et t, tel qu'on ait E 


— 0 pour 
do - 
t—1" et —<o entre? et f. 
dt 
Dans le premier cas nous aurons, d’après (149), pour les valeurs t comprises 


entre ! et t 


(51) 2 dt 


d’où il suit, en intégrant entre les limites ¢ et t, 


dei. do)" 2C 2€ 
od) Edd ar o! | 
ou encore 
“= fe) 2€ 
2) (5 Zia] = 


Dans le second cas l'inégalité (151) a lieu de /" à t; en intégrant entre ces 


limites, on trouve ("2 étant nul pour v=) 


dt 


d'où l'on voit que l'inégalité (152) est vraie aussi dans ce second cas. 





do! 
/ — les valeurs de 


: um : dr! 
1 Dans ce numéro nous désignerons exceptionnellement par 7, it^? et dE 
[i [i 


dr dp nee 
qe pour t=. 


Up o et 
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R ae ER do'\? ; : 
Caleulons maintenant une limite supérieure de | :3 ; R étant par hypothèse 
: à 


, , ces tees pe : 4 
maximum pour / — /', on doit avoir ; <o pour ( —//, ou bien, d'aprés (23), 


U'«K, 


U' désignant la valeur de U pour £ —/'. L'inégalité (146) nous donne par con- 


séquent 


I 


vn — o, on trouve d'autre part, en différentiant l'équation 
a 


Puisque nous avons 


(21 bis), 


De ces deux relations on tire 


ou encore, d’aprés (131) et (143), 


En rapprochant cette inégalité de l'inégalité (152), on trouve 
> © > 


Ge) c2 C kr Kg¢ 
dt 


FR 
0 h?o 


d’où il suit 


et enfin, d’après (143), 


/h 
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28. En vertu des inégalités (147) et (153), l'équation (144) nous donne 


Le d fi | ? Ve Mgg , V Kgg? + 2C R,AVÀ, 


dt m, 


d’ou il suit 


R: x) Qd Ug SR gas AOR AVA, 


i 
dt My 


ou encore, d’après (142), 


dR\? 1 [(4Mgq Be: 
EE AUX GITE CR AV. 

R (y) < > M jin 1949 Tr 4 th h 

En remontant maintenant à l'expression (120) de la fonction H, on en con- 


clut, d'après (142), que 


H+KR<S,, 


FLE I (4Mgq 


QUON EE ' B. AVI age 
Ree ina FP+2Kgg +4CRhvVh)+2Kkk,, 


et, en faisant usage du théorème établi au n:o 21, nous arrivons done à ce ré- 
sultat que l'inégalité 


f? 
S, 


Jigs: 


a lieu depuis {! jusqu'au moment où R passe de nouveau par un maximum. 


IS 
indiquées au n:o 25 pour les cas où le maximum considéré À" appartient à la 


On voit immédiatement que R, > En tenant compte des limites de R 


premiére ou à la deuxiéme classe, on trouve done que l'inégalité 


rper = 
S, [VK 





subsiste depuis la valeur # jusqu'au premier maximum après f', et cela quelle 
que soit la classe du maximum considéré Z'. 

Pour plus de commodité, nous substituerons à cette limite de À une autre 
où les masses m,, m,, m, figurent d'une manière symétrique. Désignons comme 
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plus haut par m la plus petite de ces masses. 
des diverses quantités, on trouve successivemen 


Sundman. 


En ayant égard aux définitions 
t les inégalités suivantes 














"i 
M>m=m, MS T Mo + M 22m, 
I a. I i 
g= -+2<3, h=i+e<?, 

m, +m, m, 2m m, m, m 

DES u ee 

MMS NN in 
1 6M EUM 2 Ry 2 V5 
-Xq€X. < < 5 
K-1=Km’ M. gi m 

I ee M 6M 
> 
- Km m 
04 | I I I | 
Re Vy? + oh 5 m, m, m. «ys. 
digs oh I Le E) 1 Mot + MoM + Mm,” 
4 Moe TTL Ba, Mo M (m, + m,) 
15 M 3 A + 
Ro << > = C<4M 
OK m’ Ar 


d’où on tire aisément 


8 M, 


d 


Sa 


BE pe 


m? 


et par suite 


M 


2(8Vıo + 15V3) = 
9g m Vm 


UO 





2 


8, dee (sar E ETE 


ou encore, en remplacant au dénominateur 


cients numériques, 


j: 


LIVKM + - 


(8 Vio + 1s V3) M Vm VE m 
m par 


3 


et en simplifiant les coeffi- 
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En posant enfin 
(154) ee 
l DE LE xn m 
nous arrivons done à ce résultat que linégalité R>S a certainement lieu depuis 
le maximum qui précède l'instant t jusqu'au premier maximum qui le suit. 

En considérant les maxima de la troisième classe, nous avions supposé que 
c'est la distance r, qui reste inférieure à q pour À KR, (cf. le commencement du 
n:o 24). Cependant, comme la limite S est symétrique par rapport aux trois 
masses Mo, m,, M, il est évident que le résultat que nous venons d'obtenir reste 
vrai aussi dans les cas où lonar,«q ou r, <q pour R>R,. En somme on 
aura done R>S dans l'intervalle de temps compris entre deux maxima successifs 
quelconques. En observant encore que À ne saurait avoir qu'un nombre limité 
de maxima dans un intervalle fini de temps, et, d'autre part que, si la suite des 
maxima de R est limitée dans le sens des valeurs croissantes ou décroissantes de 
t, on aura, d’après ce qui précède, À > S dans l'espace de temps infini qui suit 
le dernier ou précède le premier maximum de R, on arrive donc à ce résultat 
que, dans le cas où l'on a K>o et f>o l'inégalité R » S subsiste pour toutes 
les valeurs de t, pourvu que R admette du moins un maximum pour une valeur 
finie de t. 


Ce résultat et le dernier théorème du n:o 21 nous donnent en résumé cet 
important 


Théorème: Si les constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, on 


aura toujours! 
RE, 


où L désigne la quantité 


ae 


Fr E f 


a ete 
si K X o, et, si K>o, la plus petite des quantités 


Shen PR à 


SCT Ai 
[x al +2KR”+f 





1 Cette quantité Z ne doit pas être confondue avec la quantité définie par l'égalité (76). 
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dont la première est définie par légalité (154). 
On suppose bien entendu qu'on continue le mouvement aprés chaque choc 


comme il a été dit plus haut. 


Xe 
Détermination d’une limite inférieure des rayons de convergence des 
développements suivant les puissances de w— u,. 
29. Le dernier théoréme ci-dessus entraine comme conséquence le 


Théorème: Si f>o, les deux plus grandes des distances vy, r,, v, restent con- 


stamment supérieures à la quantité 


(155) L— — Vm L. 
2 


En effet, il suit de (21) que 


Si le théorème en question n'était pas vrai, deux au moins des distances 7, 7,, 
r, admettraient à un certain instant des valeurs plüs petites que / ou égales à /, 
et la troisième distance, étant au plus égale à la somme des deux premières, 


serait par suite au plus égale à 2/, de sorte qu'on aurait 





^2 ES v? Je To? 4 6 I? 
SR a ees 


2 
m TU 3 


Dee 
ou encore, d’après l'inégalité ci-dessus, 


RÈ< — p 
ce qui est en contradiction avec le théorème du numéro précédent. 

Arrivé à ce point, nous allons fixer d’une manière convenable la constante 
z, du n:o 13 et la constante x du n:o 5. 

D'aprés les conditions (84) et (85), r, et r, sont les deux plus grandes des 
distances et, par suite, supérieures à /. En observant que o» r, —r et o» r,— r, 
on en conclut que 


0» 145, 
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tant que 


#1 
(DES , 
2 
si l'on détermine x, par l'égalité 
2 2 2 Vi 
(156) 4,=—l=—VmL, 
; 20 87 


L désignant la quantité définie à la fin du n:o 28. 

Nous fixerons dès maintenant la valeur de x, par cette formule (en supposant 
toujours f» 0). L’inégalité (84) entraîne alors comme conséquence l'inégalité (85), 
de sorte que nous pourrons désormais remplacer les conditions simultanées (84) 
et (85) par la seule condition (84), sans rien changer à la validité de nos ré- 
sultats. 

Afin que les conditions (37) et (84) s'excluent l'une l'autre, nous fixerons la 
valeur de x par légalité 


Qu _LVm 
(157) zen 1218 


30. Considérons un instant ¢, tel que, £ tendant vers t,, la distance r — r, 


tende vers une limite inférieure a = 


z 


-, de façon que nous aurons l'inégalité (84). 


Nous avons montré que le mouvement de nos corps est représenté par certains 
développements suivant les puissances entières d'une variable auxiliaire u — w,, 
et que ces développements sont certainement convergents pour les valeurs de w 
qui verifient l'inégalité (108). En tenant compte de la signification de Q', et de 
ce que la distance o, est plus grande que la longueur 14%,, on en conclut que 
les rayons de convergence des dits développements restent supérieurs à une quan- 
tité positive tant que la vitesse V, reste au dessous d'une limite finie, ce qui a 
lieu dans chaque intervalle fini de temps. Mais si, lorsque £ croît ou décroit 
infiniment, la vitesse du corps P,, 


pouvait prendre des valeurs de plus en plus grandes, il pourrait en être de méme 
de V,, et les rayons de convergence en question pourraient, par le temps, de- 
venir aussi petits qu'on voudra. D’après (19), cette éventualité ne peut avoir 
lieu que si (r), prend des valeurs de plus en plus petites quand ¢ tend vers — c 
ou vers +. Nous démontrerons cependant dans ce numéro que cette éven- 
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tualité n'est pas à craindre, et que la vitesse V reste constamment au dessous d’une 


DET Du x 
limite finie quand r <°7- 


Supposons done que r soit la plus petite distance, d’où résulte que r, et 7, 
sont plus grands que /. En posant 


: m,(m, + m) , MyM, Mm, 
(158) A al 2: 4 M IA], 








on peut alors tirer de l'intégrale (19) les inégalités 


(150) V*«2g [5 m, iy 4) 
et 
(160) l > | l ee | = <V2hr(m,m,+ 2471). 








Il résulte de l'inégalité (159) que l'on aura 


A 79 
r«- tant que V?» D, 
2 


où D désigne l'expression 


TES Dx E VOTI 4), 


#1 


et, en vertu de (159) et (160), on en conclut ce résultat: 
Les inégalités 


(162) r< “1, 
(163) r V <Vgz,(m,m,+ 4%), 
dx dy) | dz 
(164) l di Je] et l Fev 0m m, + 4%,) 








ont toujours lieu tant que V? » D. 
En faisant usage des inégalités (164), on tire d'ailleurs des équations (r8) 


[Eg ne |< A, [gti Ev] eB, [Ge — ede 6] 


les quantités A, 5, C ayant les valeurs 
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- 
| Ar") (Ieol + 2 V^ (mm, + 41). 
(165) | B-—g (leit +2 Ve (m, m, + Au). 
| C=g (le. +2 yz (m, m, + en 
Comme e>1—"1, il est évident, d’après (30), que l'inégalité 
de 
(166) í Ie 05 
où 
(167) We Vr ( ^| — 43 —|ps-*! gs 
a nécessairement lieu si V vérifie à la fois les conditions 
(168) V°>D, y ( =)" 7:8; Ci 0. 
D'autre part, on déduit aisément des équations (17) les suivantes 
d lo EH ° 
Tu qb Mp s a? ge (as Fyn 26), m OF + Ales Lmten 
dt dos T. he T4 
dv? À u\ do I I = 
— — 2 M ; 2 M [E dece 
a 4 E i bs zs] (68 at + 20) 
A l’aide des inégalités démontrées au n:o 27, 
lo?— u(x£ t y» 3r 20)| Son 
lee un 26) SOS 
la première de ces équations nous donne 
d (ode) 
dt À 0 uoo 
=. mem, | 
dt I TOUR TT 
ou encore, puisque 
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170 
I 28 
€ ER COL = AE he ee 
To 1 #1 ai, Met eno 2 
2 > 20 = 28 
1 
lea] 
6 — >V®—EH 
(169) di > 
en posant 
28 M 
Acum 7 s s : do : 
La dérivée i aura le même signe que — o dt tant qu'on a 
dt | 
(171) I EEE ass un E 
7 RS ) > 14 —— —) DS 26 : 
/ n r? * dt D rj? 7,3 > yn > 


En observant que 


et d'autre part, d’après (163), 


t. t r o OPES URGENTE TUN DER 
ES 3 ya ar ze’ | SAVE Vg, (mom, + 4%), 


on trouve, en vertu de (166), que l'inégalité (171) est vérifiée tant que 





W > Vyx (mom + 4x). 
: de 


En résumé on voit done que la dérivée di ? le signe de la quantité mr. 


et que l'inégalité (169) a lieu tant que V vérifie à la fois les conditions 


W? > ga, (mi, + 4). 





(172) V:>D et v: al A?— B? — 0? 


Soit maintenant G, la plus grande des quantités positives 





V2E, VD et x x VA? + B? + C? + gx, (mm, + 4%); 
re Dl 


il résulte de ce qui précéde que les conditions (168) et (172) sont vérifiées et que 


l'inégalité (169) peut étre remplacée par cette autre 
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D 
(169 bis) ues E, 
si V vérifie l'inégalité 
(173) V >G,. 


Cela posé, il est facile de démontrer que V reste toujours plus petit que G, 
quand r —r, est la plus petite des distances ro, v, et r,. 
En effet, autrement il y aurait un instant, soit /', auquel V prendrait une 


c x - : do 
valeur finie V'(»G,) et, d’après (166), on pourrait en conclure que o ;,* admet 


dt 
ERE CORN IS ee 5 ire 
our t=?! une valeur finie o' “® qui vérifie l'une ou l'autre des inégalités 
© dt = 
I 
‚do E 
MS W', 
I 
‚do j 
Ones IW. 
"dt à 


W' désignant la valeur de W pour t — /', laquelle, d'après ce qui précède, est 
plus grande que zéro. 
Supposons d'abord qu'on ait 


do' 
=< — WwW". 


dt 


En faisant croître ¢ depuis /', la vitesse V, d’après la proposition démontrée ci- 
: : do Ju. EE 
dessus, ira constamment en croissant tant que o TS d’où résulte que la con- 
di — 


dition (173) et par suite aussi l'inégalité (169 bis) auront lieu lorsque 


do 
beit — <0. 
at et equi? 


r 


D'aprés (169 bis), il viendra dès lors nécessairement aprés # un instant ¢' 
ü de : " zéro. Mais isque l'inégalité V > G,, et par suit si les 
ou 07, passera par zéro. Mais, puisque l'inégalité V > G,, et par suite aussi les 


inégalités (168) sont vérifiées, on aurait au méme instant /" l'inégalité (166), ou 
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RE : : do! cones 
Cette contradiction prouve qu'on ne saurait avoir o' d « — W' à l'instant !', et 


on démontre de même, en faisant cette fois décroitre ¢ depuis la valeur /', qu'on 
, > 1 


; : do! - x : 
ne saurait avoir non plus o' " > W. Nous en concluons que V reste toujours 
at 


plus petit que G, quand r —r, < : 
(QI QC ESSI: 


31. Cherchons une limite supérieure simple de G, qui ne change pas par 
une permutation des quantités m,, m,, m,. En vertu des inégalités 


> MEET My M M M mm, M? 
IF mutis an ho mg mis 5 740 E 90s ai, mpg me 
ga Tk), ym < 
g(monm, + A4) < M E + mi IR |. D = E a X cJ. 
At B+ C eagles +c? + 6,7 + == (m, m, + - £x) |< tes 24+ ¢,? + 6,7) + d 


len (* ES 
m 29 4m 


* 
TEE 

ol I). 
qui sont faciles à établir, on trouve que les expressions 


V2E,VD et zi =. = VA? + B* + C? + gx,(m,m, + A) 
= 1 


sont toutes plus petites que la quantite 


ea een 
ANGE Vo CACHE (775 ue Jat», e xis m +2 E K|]. 
d’où suit qu'on aura aussi 


(175) G,« G. 


Cela posé, on voit immédiatement que, pour caleuler une limite inférieure 
de la quantité Q',, c'est à dire de la plus petite des quotients (107), qui soit 
valable pour tous les temps, il suffira de prendre 
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V,=6G 


dans les expressions (104) et (107). On constate d’abord que les quatre déno- 


minateurs 
: Mm, 
4 (m, tm + Ar), m, + m, Ax, 7 + A (ms Hm) 344, Ky, 2/À; x, + m, 


sont tous plus petits que la quantité 


Mane Vie "m M 
Nui 8 cape aer A soo 
4m m m 2 
et comme d'autre part 
m, + Mie AX EM et = < AES , 
2 Ur M M 
E 1 





(176) D UE RE 
6 a TM x, + ne V M x, + ; IK |», 


et 


SATA 
ICE 1 
A, 


Or un caleul facile montre que Q est toujours la plus petite de ces expressions 
et on aura donc 


(177) 055r: 


On en conclut que /es développements des inconnues des équations (79) suivant les 
puissances de u— u, convergent certainement si u vérifie l'inégalité 


(178) |«— | € Q. 


174 Karl F. Sundman. 


XI. 
Introduction d'une nouvelle variable indépendante c. 
32. Dans ce qui précède, nous avons employé au lieu de / une variable 
auxiliaire « dont la définition variait de cas en cas, selon la valeur de la con- 


stante £, et la distance r,, r, ou r, qui était supposée petite. Nous voulons main- 


tenant faire voir que la variable unique «w définie par les égalités 


(179) Lido to pour o — 0, 
ou 

To rı 2:2 
(180) Pirate lee ‘\ (re ‘|, 


1 étant défini par l'égalité (155), nous rend à chaque instant le même service 
que la variable « dont nous nous étions servi plus haut. 
La fonction I’ a une valeur déterminée pour chaque valeur réelle du temps, 


et l'on aura constamment 
(18r) O Sore = 


d’où résulte que les variables w et ¢ croissent ou décroissent en même temps. 

Il est facile de voir qu’ à une valeur réelle et finie de t correspond toujours 
une el une seule valeur réelle et finie de w, et réciproquement. 

En effet, © étant positif quand les distances r,, r,, r, sont toutes plus 
grandes que zéro, on voit que w ne peut devenir infiniment grand lorsque ¢ tend 
vers une valeur finie, soit £,, que si l'une des distances r,, r,, r, s’annule pour 
t—t,. Supposons par exemple que la distance r —r, s'annule pour ( — £,. Intro- 
duisons au lieu de ¢ la variable « définie par l'égalité (71), et désignons par , 
la valeur finie vers laquelle tend w lorsque £ tend vers ¢,. On aura 


do s ry 
dar sq 


et en observant que le second membre reste fini quand r tend vers zéro, on en 
conclut que w tend également vers une valeur finie quand wu tend vers u, ou £ 
vers ¢,. On trouverait encore le méme résultat si c'était la distance r, ou 7, qui 
s'annule pour t=1,. 
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La variable w sera par conséquent finie lorsque ¢ est fini, et comme d'autre 
part |t|«|e|, d’après (179) et (181), la proposition réciproque aura également 
lieu. Notre assertion est donc démontrée. 


De tout cela il résulte que 





lim o — 4o, lim w——, 
i40 t=—a 

lim £—-Fo, limt=—c. 
@= 4o 0=—n 


33. Étant donnée une valeur quelconque réelle et finie de w, soit w, nous 
allons maintenant montrer que les coordonnées des trois corps, leurs distances 
mutuelles et le temps sont développables en séries suivant les puissances de 
w—w, et que les rayons de convergence de ces développements restent supérieurs 
à une limite positive, quelle que soit la valeur c. 

Deux cas sont à distinguer: 

#1 


Premier cas: Pour c — c l'une des distances r,,7,,7, est inférieure à 


Admettons par exemple qu'on ait 


Soit t, la valeur de ¢ pour o — o. En désignant par w, la valeur que prend la 
variable w pour £—1, ou «v — o, on sait, d'après les n:os 13, 14 et 3r, que les 
coordonnées des corps, leurs distances mutuelles et le temps seront développables 
suivant les puissances de w— w, et que les inégalités (94) auront lieu du moins 
tant que u vérifie l'inégalité 


Ju—u,|<Q. 
Les variables w et w sont liées par l'équation 


(182) = = =, (u=u, pour o —=w), 


A : T: : : ES PU : 
ou le quotient z qui est une fonction entière des quantités r, rj, r,, est déve- 
loppable suivant les puissances des différences figurant dans la premiére ligne de 

dI . ss . X 
(94) tant que les valeurs absolues de ces différences sont inférieures à ^^, et par 


suite aussi suivant les puissances de w—u, tant que |u—u,|< Q. 
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our appliquer le théoré un à l’equation (182), nous devons encore 
Pp l le théorème du n:0 ] 


lorsque [u—u,|< @. Nous allons montrer 








trouver une limite supérieure de 


qu'on a 


En effet, nous avons vu que les conditions (84) et (94) entrainent l'équation 


(95) ainsi que l'inégalité 


| 2.4 « o, 


d’où résulte que la quantité r,? ne devient jamais nulle ou négative et que, par 
conséquent, la partie réelle de 7, ne change pas de signe. Comme les conditions 
(84) et (94) sont vérifiées quand |u— w,| < Q, et comme la partie réelle de r, est 
positive pour # — «,, on est done sûr qu'elle reste positive tant que | u — «| < Q. 


To 


Il s’ensuit que le ‘|< 1, dou 
170 
i-e 


D'une maniére analogue on trouve 


^ 
S 





EN xt 
r—e ! I BR ISER BE or e! — 1 
LEE APE gle ea aa 
r Loto Ae: EMEA x 
1 
2 
29 7 I 
— en aed 
2 12 


on voit donc que 


tant que [u—u,| € Q. 
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En vertu du théorème de Caucny, nous pouvons done conclure de l'équa- 
tion (182) que u— u, est développable suivant les puissances de c — w du moins 


tant que 


(183) Jo —o|< 39%, 


et que |u— «| 4 Q si cette inégalité a lieu. Il en résulte que les coordonnées des 
corps, les distances r,, r,, 7, et le temps sont développables suivant les puissances de 


e) — o du moins tant que c vérifie l'inégalité (183). 
Comme x, et Q sont des fonctions symétriques des masses m, m,, m, Ce 


, . , . . * . x 7 
résultat ne serait pas changé si, au lieu de r, « ^, on avait r,<— ou r, «^ 
2 


pour «o — o. 


= . ar b 
Second cas: Pour w=o toutes les distances r,, r,, 7, sont >, ou bien, 
EF > 


d’après (157), > 144. 

Ce cas a déjà été étudié au n:o 5. Soit t la valeur que prend ¢ pour e — o. 
Nous avons trouvé que les coordonnées des trois corps et les distances rj, r,, v, 
sont développables suivant les puissances de £ — +, et que les inégalités (43) ont 
lieu du moins tant que ¢ vérifie l'inégalité (45). 

En raisonnant comme ci-dessus, on trouve aisément qu'on a dans ce cas 


ri 


2 E. | et = a 





et par suite 

kal<®; 
du moins tant que l’inégalité (45) a lieu. En vertu du théorème du n:o 4, il suit 
alors de (179) que [E—t|<T et que t—t est développable suivant les puissances 
de w—o du moins tant que |v — w [S Done les coordonnées des trois corps, 
les distances r,, r,, r, et le temps sont, dans ce second cas, développables suivant 
les puissances de «) —« du moins tant que |o —w|< an 


Comme on a 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 août 1912. 23 
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; V % 
were 


3 G3, + 9 GVM 2, + SIK|x, 
2m 4 








3Q 1 I5 M 

DELE - 

sm 2m 
nous arrivons donc en résumé à ce résultat final: 

Les coordonnées des trois corps, leurs distances mutuelles et le temps sont 

développables suivant les puissances entières de w—w, quelle que soit la valeur 


réelle w, et ces développements convergent certainement tant que 





lo —«w|< 2, 
où 
3% 
p 
PON Me EE ee 
15 XS 225 9; 2VM x. 3 "I4 3 25, V E enu 
8 m jt 2m Gr + Zum G AAA AS ER F 224 TO + 3| Kx, 


Rappelons que les quantités z, et 6' sont définies respectivement par les 
égalités (156) et (174), et que m désigne la plus petite des masses m,, m,, m. 
34. Les coordonnées des trois corps, leurs distances et le temps sont 
ainsi des fonctions régulières de w dans une bande de largeur 242 comprise entre 
deux droites parallèles à l'axe réel et symétriques par rapport à cet axe. En 


introduisant une nouvelle variable + par la transformation bien connue 


24 Tu 
() — log ——: 
TT Ti 
| To 
(185) = 
e229 —ı 
p SS SSD 
To 
| e? -Fr1 


toutes ces quantités, ainsi que w, seront dès lors développables suivant les puis- 
sances de r si |v| « x. Les valeurs réelles de z entre — 1 et + 1 correspondront 
univoquement aux valeurs réelles de £ entre — c» et + x. Nous avons par suite 
trouvé ce théoréme remarquable: : 

Si, dans le problème des trois corps, les constantes des aires ne sont pas toutes 
nulles, on peut, les coordonnées et les vilesses des corps étant données pour wn cer- 
tain moment fini, trouver deux constantes | et 4, telles que, si lon introduit au lieu 
de t une variable r par les équations (179), (180) et (185), les coordonnées des trois 
corps, leurs distances mutuelles et le temps seront développables en séries suivant les 
puissances entières de v, qui convergent pour |v | € x et représentent le mouvement pour 
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tous les temps, quels que soient les chocs qui se produisent entre les corps, pourvu 
que Von convienne de continuer le mouvement après un choc de la façon décrite plus 
haut. 

On peut encore remarquer que les mêmes valeurs / et 2 conviennent à tout 
un groupe de mouvements correspondant à des circonstances initiales différentes, 
et qu'on peut calculer les termes des divers développements par des différentia- 
tions successives par rapport à r dés qu'on a déterminé les valeurs de / et de £2. 
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RECHERCHES SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS. 


Par 
J. L. W. V. JENSEN 


à COPENHAGUE. 


Mes recherches sur la théorie des équations dont je vais exposer quel- 
ques points au deuxième Congrès des mathématiciens scandinaves, ont été com- 
mencées il y a plus de 25 ans. Jusqu'à présent, je n'en ai rien publié, non seu- 
lement parce que les matériaux que j'ai recueillis, étaient en évolution, lente il 
est vrai, mais aussi parce que mes occupations professionnelles ne me laissent 
que peu de loisir pour les publications scientifiques. Maintenant, que ces recher- 
ches sont essentiellement terminées, j'ai l'intention de les publier au fur et à 
mesure que me le permettront santé et loisir, en une série de cinq mémoires qui 
paraîtront en danois, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Danemark, 
et en francais, de concert avec M. MrrrAG-LErrFLER, dans les Acta Mathematica. 

J'ai déjà présenté le sommaire du premier mémoire à la séance du 5 mai 
1911 de l’Académie des Sciences, tandis qu'un point du deuxième mémoire a servi 
à une conférence faite à la société mathématique danoise le 16 mars 1911. Ce 
sont des propositions ayant rapport à ces deux communications que je me per- 
mettrai d'exposer ici, en les démontrant pour la plus grande partie. 


La branche la plus importante de la théorie des équations, au point de vue 


des applications aux sciences naturelles ou à d'autres parties des mathématiques, 


est celle qui s’occupe de la séparation et du calcul approximatif des racines d'une 





! Traduction de la conférence, faite le 29 et 31 août 1911 au deuxième Congrès des mathé- 
maticiens scandinaves à Copenhague et publiée dans le Compte-Rendu du congrès. 
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équation donnée, ou comme on pourrait également s’exprimer, des racines ou 
des zéros d’une fonction algébrique ou transcendante. 

En ce qui concerne les équations algébriques, on serait disposé à présumer 
que le sujet a été essentiellement épuisé par les travaux de maîtres tels que 
ROLLE, DESCARTES, NEWTON, LAGRANGE, FOURIER, CAUCHY, Gauss, STURM, 
JACOBI, BORCHARDT, SYLVESTER, HERMITE et BRIosCHI. A ces travaux, on pour- 
rait en ajouter d’autres, moins connus, mais également importants comme les 
recherches de pe Gua (Histoire de l'Académie Royale des Sciences, 1741, pp. 
92—95 et p. 95 et Mémoires...pp. 72—06 et pp. 435—494), où entre autres 
la règle de DeEscaRTES est prouvée pour la première fois et d'une manière simple, 
retrouvée plus tard par LAGUERRE et étendue par lui à des séries entières; celles 
de WarinG (Miscellanea analytica, 1762, et Meditationes algebraicæ, 1770); les 
recherches de CAMPBELL, commentateur de l'Arithmetica Universalis de NEWTON 
(Philosophical Transactions, n:0 404, traduites en latin et ajoutées à la troisième 
édition de l'Arithmetica de 1732); celles d’OLIVIER, qui prouve avec simplicité et 
élégance pour la première fois une proposition de CAMPBELL (Journal de Crelle, 
t. 1); et enfin les recherches si variées de LAGUERRE que je m’excuse de nommer 
en dernier lieu tout en y attachant la plus grande importance. 

Quant aux fonctions transcendantes, il en est tout autrement. On manque 
ici de méthodes pour traiter des fonctions d'une forme un peu generale. Ce fait 
est d'autant plus remarquable que d'importants problémes attendent encore leur 
solution, faute de telles méthodes. Je n'ai qu'à rappeler la solution définitive du 
probléme des nombres premiers où il s'agit de montrer qu'une fonction ¢(s) in- 
troduite dans la théorie des nombres par RIEMANN a toutes les racines imaginaires 


I 4 , ; een 
de la forme 25 2e étant réel. Mes recherches ont particuliérement eu pour 


but la solution du probleme de RIEMANN. Pendant un certain nombre d'années, 
ces recherches n'ont abouti à aucun résuitat, jusqu'à ce que j'aie compris qu'il 
importait de se procurer un nombre aussi grand que possible de méthodes pour 
traiter des classes de fonctions transcendantes, soit par l'extension de théo- 
rémes connus sur la séparation et le nombre des racines des fonctions entiéres 
rationnelles aux fonctions transcendantes, soit par l'établissement de propositions 
nouvelles sur celles-ci. Nous verrons dans la suite des spécimens des deux sortes 
de théorémes. 

Je n'ai pas pris pour base de mes recherches la proposition la plus générale 
qu'on connaisse sur la séparation des racines d'une fonction entiére rationnelle à 
coefficient réels, à savoir le théorème de Srurm lequel se prête — du moins 


théoriquement — à une discussion complète. Il est vrai que BORCHARDT a mon- 
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tré, grâce aux expressions que SYLVESTER a données pour les fonctions de Sturm, 
que l’on peut établir une série de déterminants symétriques, dépendant des som- 
mes des puissances des racines, et dont les signes indiquent le nombre des racines 
imaginaires. Si l'on essaie de faire tendre à l'infini le degré de la fonction ration- 
nelle donnée, tous ces déterminants deviendront infinis ou indéterminés et seront 
ainsi dépourvus de sens. "Toutefois, ceci n'est point une difficulté réelle, car on 
peut, sans beaucoup de peine, transformer les déterminants de sorte qu'ils con- 
tiennent, au lieu des sommes des puissances positives des racines, des puissances 
négatives, et deviennent convergents pour des fonctions entiéres d'un genre donné 
fini. Les difficultés sont d'un tout autre caractére. La forme compliquée des 
expressions qu'on aurait à considérer, serait telle qu'il est méme inutile de vouloir 
chercher à déterminer en pratique, par ce moyen, le caraetére des racines d'une 
fonction rationnelle. Ce fait se présente à plus forte raison, dans le cas d'une 
fonction transcendante. Au début, j'ai done eu recours à d'autres méthodes plus 
spéciales. 

Soit 

F(x)=a, +a,x+a,x? +... 
une fonction entière, ayant tous ses coefficients réels, ce que j'appelle, pour me 
servir d'un terme abrégé, une fonction »réelle». La fonction a, comme on sait, 
des racines imaginaires conjuguées deux à deux.! Si une telle fonction a précisé- 
ment rz paires de racines imaginaires, où r peut être zéro, entier positif ou infini, 
je dis pour abréger que le »type» de la fonction est v. Ainsi par exemple (1 + 2)”, 
ev, e*' sont du type v — o, tandis que (I + 27)" est du type r — n. 

Il y a une proposition connue de CAUCHY qui joue un rôle important dans 
mes recherches. Sous une forme spécialisée, elle peut s'exprimer de la manière 
suivante: Si la fonction entière réelle F(x,t) qui dépend d'un paramètre réel t, 
lié à une suite de valeurs continues ou discrètes, converge pour lim / — £, et pour 
des valeurs bornées de |v| uniformement vers la fonction entière F(x,t,), les 
racines de F(x,t) convergeront vers les racines de F(x,t,). Dans l'hypothèse que 
le type de F(x,t) ait une limite supérieure finie y, quand ¢ s'approche de f,, on 
voit sans difficulté que le type de F(x,t,) doit être < y, car les racines imaginaires 
peuvent converger vers des limites réelles, mais non inversement. 

Nous verrons maintenant quelques conséquences du théorème de ROLLE et 
quelques extensions de celles-ci qui sont d'importance. 

Soit 

f(x) =a, + ar + az? + --- as am 





! Je me sers toujours du terme »racines imaginaires» pour désigner des racines complexes 
et non réelles. 
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une fonction entière rationnelle du m° degré, réelle et du type 7. Elle a dés 
lors m-— 2r racines réelles, et suivant le théorème de ROLLE, f(x) aura un nombre 
impair de racines réelles entre deux racines consécutives de f(x) où il importe de 
tenir compte d'une maniére bien connue des racines multiples. La fonction f'(x) 
a done mar —ı1 + 2k, eae réelles, où k, est zéro ou entier positif. Si nous 
désignons le type de f'(x) par z' on a ainsi m—27—1+2k,—m—1—27 ou 
r—r'—k,. En répétant le même raisonnement pour les dérivées suivantes de 
f(x), on trouve c — z^ 0 — k, +k, +--- + bk, 1 avec des désignations faciles à 
comprendre. Si l'on s’exprimait comme il suit: La proposition de RoLLE montre que 
f(x) a normalement une racine réelle dans chaque intervalle des racines de f(x) et 
d'ailleurs en tout 24, racines réelles accessoires, on pourrait exprimer ce qui vient 
d'étre trouvé, ainsi: Le type de f(x) est égal à la moitié du nombre des racines 
réelles accessoires de f'(x), f'(x), +: f^ — 9 (x).1 

Il est évident que le type d'une fonction entière rationnelle ne peut aug- 
menter par différentiation ce qui est d'ailleurs bien connu. 

Soit F(x) une fonction réelle, entière rationnelle ou transcendante dont nous 
déduisons une fonction rationnelle de la manière suivante. Supposons que le 
symbole F(D), où D désigne le symbole de différentiation par rapport à x, se 
porte sur +, p étant un entier positif, nous obtenons par là une fonction ration- 
nelle du degré p au plus, que voici 


. 


F(D). à? = F(o)a? + U ') Pto 0) aP—1 + (’) F"(o)ap—24 ... + Fo) = F,(2), 


D » . . BAD . . 
les (7) désignant comme d’ordinaire des coefficients binomiaux. Comme on a 
I 
Fox) = pF-1(x), 


on voit que le type de F,(x) ne pourra jamais décroître pour p croissant. La 
fonction 


ur r, |?) rte) E zs pee 0) E =; +. + 


[2 
Exc dame 


est évidemment du méme type que F,(x). On voit aisément que la fonction (1) 








Convene uniformément vers F(x) quand p tend vers l'infini, |x | étant guppeis borné. 


4 moun étre applic EU dans tous les cas, les observations ei- TE doi ent étre entendues 
de la manière suivante: si f(x) a 0 ou 1 racines réelles, nous convenons de dire que f(x) en a 
normalement —1 ou 0. 
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La preuve en est si simple, grâce aux inégalités connues de Cavcuy-WEIERSTRASS 
pour les coefficients d'une série entière, que je peux m'en dispenser ici. 

Si nous pouvons démontrer que le type de F,(z) a pour tous les p une 
limite supérieure y, le type de F(x) sera € y. Ce principe est fréquemment ap- 
pliqué dans mes recherches et nous en verrons dans ce qui suit quelques exemples 
importants. 

Dans les Meditationes algebraice de WARING, on trouve une proposition qui 
peut étre exprimée de la maniére suivante: 

Soit f(x) une fonction entière rationnelle et du type r, et soit @ une con- 
stante réelle, la fonction 


(2) af(x) + f(x) — (a + D). f(x) 


sera tout au plus du type v. On le prouve tout simplement en appliquant le 
théorème de RoLLE à e** f(x), car on a 


D (e? f(a)) = e**(af (x) + f' (x). 


Si nous répetons l'opération (a + D) n fois avec des a différents ou égaux, 
nous avons démontré par là une proposition de PouLain laquelle peut être ex- 
primée ainsi: 

Soit g(x) une fonction entiére rationnelle et du type o, et soit f(x) comme 
ci-dessus une fonction du type r, 


(3) q(D).f() = glo)i(e) + ra) +--+ -— f(x) 


B 


sera tout au plus du type r, ce qui est d'ailleurs bien connu. Or, remplacons 
dans (2) f(x) par e^*f(x) où b est une constante réelle, nous trouvons que 


(a + D).ed f(x) = e^* ((a + b) f(x) + f'(x)) 


est tout au plus du type vr. Par conséquent le théorème de PouLaIn a été étendu 
au cas où f(x) est remplacée par ebzf(x). 

Soit maintenant F(x) une fonction réelle, entière, du genre o ou r et du 
type fini v. Soit 


n T 
2 E 
Fa(x)— ce" zu Il (x Jes, 
y 


vel 





! On se gardera de confondre cette notation avec celle de la page précédente. 
Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 août. 1912. 24 
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où er” est le facteur exponentiel extérieur, ! «, désigne les racines de F(a) et n 
est d’une grandeur telle que toutes les racines imaginaires sont comprises dans 
le produit canonique. Comme nous venons de le prouver, le théorème de POULAIN 
s'applique à la fonction F, et comme d’après WEIERSTRASS, le produit ci-dessus 
converge uniformément vers F(x) pour » — c, |v| étant borné, nous avons dé- 
montré de cette manière, que le théorème de PouLaAIN reste applicable, si f(x) est 
remplacée par une fonction entière du genre o ou x et du type v. 

Voici un théorème encore plus général: : 

Soit g(x) entière, rationnelle, du n° degré et du type o, et soit F(a) entière. 
du genre 2q ou 2q-- 1 et du type v, g(D). F(x) sera tout au plus du type 
T+qn. 

Je suis obligé d’omettre ici d’autres extensions du théorème de POULAIN 
concernant des fonctions g(x) plus générales. Toutefois, il existe un cas spécial 
qui mérite une mention particulière. 

Supposons en effet que dans la formule (3), nous posions f(x) = x?, il s'en- 
suit que g(D).x? est du type o. Nous pouvons y remplacer g(x) par e** g (x) 
où c est une constante réelle, car si l'opérateur e^P se porte sur la fonction en- 
tiere rationnelle g(D).x?, le résultat devient, d’après la formule de TAYLOR, égal 
à g(D).(x + c). En raisonnant comme ci-dessus, nous obtenons la proposition 
suivante: 

Si G(x) est une fonction réelle, entiére du genre o ou r et du type o, 
G(D).x? sera du type o. 

Dans un cas spécial, cette proposition était connue à LAGUERRE. 

Je ferai voir maintenant comment le théoréme que- nous venons de dé- 
montrer, peut être étendu à des fonctions de type quelconque fini. 

Soit 

f(x) =a, + ae E aat 


réelle et du type vr, et soit q un entier positif >m, la fonction 
I 
«nt — ig LL ANG xal prep ai aet 


est également du type 7. En dérivant celle-ci g— p fois par rapport à v, p étant 
entier, positif et <q, nous aurons, suivant le théorème de RoLLE, que 








LU 
4 s RET Y 
1 Si P est du genre 1, en est fixe, mais si F est du genre 0, e» = => a : 
ay 
v=1 
* Je suppose qu'on connait les règles les plus élémentaires pour le calcul des opérations 
distributives. 
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I la p p(p— 1) E la 
q—p -q — u xp zp—l si A xP—?2 ] 
5 l d) je EU E dL ob | ip fas”) 
est tout au plus du type v. Par conséquent 
lim q? q, M =A, x? + paja? + p(p — 1)a z?—? + --: = f(D)-a? 
qo 


sera tout au plus du type r. 

En raisonnant comme ci-dessus, on voit aisément que la proposition que 
nous venons de démontrer, peut immédiatement être étendue au cas où f(x) est 
remplacée par üne fonction entière du genre o ou 1 et du type v, et en com- 
binant ce résultat avec le principe précedemment démontré nous avons trouvé 
le théoréme fondamental suivant: 

Si F(x) est une fonction réelle, entière, du genre o ou x et du type fini v, la 
fonction entière rationnelle F(D).xP sera tout au plus du type v, et si, inversement 
celle-ci est, pour un p quelconque, tout au plus du type v, F(x) sera tout au plus 
du type x. A partir d'une certaine valeur de p, le type de F(D).x? sera précisé- 
ment égal au type de F(x). 

Remarquons incidemment que cette proposition ne s’applique point aux 
fonctions de genre supérieur au premier. 

Un exemple, tiré de mes recherches plus récentes, prouvera l'utilité du 
théoréme que nous venons de démontrer. En faisant application combinée des 
propositions de DESCARTES et de Sturm, M. E. Maro! a démontré la belle propo- 
sition qui suit: Si les fonctions réelles entières 


f(x) = a, + a 2 ++ ana" 
et 
g(x) — b, ak Dig ++ Ont? 


ont toutes les deux leurs racines réelles, et si les coefficients de la dernière 
fonction sont tous positifs, toutes les racines de 


a,b, + a,0,2 + a,b, 33 +... 


seront également réelles. 
Soient F(x) et G(x) des fonctions réelles, entières du genre o ou ı et du 
type o, et soient les coefficients de G(x) exclusivement positifs, F(D).«? et G(D).a? 





* Journal de Mathématiques spéciales, 4:e série, t. IV, 1895. 
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6 


seront des fonctions rationnelles auxquelles je peux appliquer le théoréme de 
Maro. J’obtiens done que 


« py? 
Y Fo(o) (0) (7) ar 


v=0 


est du type o. Si nous y remplacons x par ^—, et que nous multiplions par 


X 


x |? , € 
| ;|, nous obtenons l'expression 
P 


soo, ur Spei ias 


BER: 
v=0 = I 





Si nous faisons croître p à l'infini, l'expression ci-dessus converge uniforme- 


ment, pour |x| borné, vers 


v Fo) GM(0) 


-— y |v 


et de cette manière la proposition de Maro est étendue aux fonctions entières tran- 
scendantes du genre o ou x. Dans ce cas, une application directe de la méthode 
de M. Maro aurait été impossible. E 

Une des applications les plus importantes qu'on puisse faire de notre thé- 
oréme fondamental appartiendra à la dernière partie de mes recherches. Bien 
que je ne puisse communiquer sans compte-rendu détaillé des recherches inter- 
médiaires les résultats définitifs sous une forme compréhensible, je puis en faire 
une indication. Le dernier mémoire s’occupera d'une classe de fonctions entières 
du genre un 

o» 


(4) HAE [ro eosarde, 
ó 
où la fonetion reelle (a) qui peut être différentiée un nombre quelconque de 


fois tend vers zéro pour « croissant à l'infini, de sorte qu'on a uniformément 
pour des |a| bornés 


lim PM) (a) cosaz —0, pour 7 —0,1,2,-- 


(qe00 


Cette classe de fonctions présente une importance particuliére parce que la fonc- 
tion 5 de RIEMANN 
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E(t) EL (: se ;j (S MST, 


y rentre comme cas spécial. En effet on a 


wo 


E(x) = | D(a) cos exde, 
Ó 
où 
DE oy 5 i 
O(a) = 2 (87°e yi— 2e pere, 


v=] 


Je me propose d’examiner, en général, les conditions auxquelles doit satis- 
faire (ce) pour que la fonction (4) soit du type o. En appliquant notre 
proposition fondamentale, nous voyons aussitôt que F(x) est du type o dans le 
cas, et seulement dans le cas où la fonction entière rationnelle du pre degré 


tM sbre 
F(D).ar— | iP (o) S(2 Jc 1)'a? 7?" e? da 
6 v=0 


oo 


= ; | nene + ia)? + (x — ia)P)da 


0 


est également du type o pour p quelconque. Je parviens à établir des conditions 
nécessaires à cet égard; par l'application des résultats d'autres recherches que 
jai faites, celles-ci aboutissent à des conditions suffisantes, bien que non néces- 
saires, et ces dernières sont heureusement applicables à la fonction £. Cependant, 
la vérification méme des conditions exige, par suite de la forme compliquée de 
®(c), un calcul trés pénible. Par la méthode ci-dessus, j'ai réduit le probléme 
de RIEMANN de transcendant qu'il était à un probléme algébrique. 

Avant d'aborder la démonstration des propositions qui seront publiées dans 
mon mémoire n:r 2, je dois communiquer d'autres résultats de mon premier 
mémoire. Je ne me restreins pas à déterminer le type des classes de fonctions 
que je traite, mais je trouve de plus des limites pour les racines imaginaires. 
Gauss a démontré la proposition suivante: Si f(x) est une fonction entière ra- 
tionnelle avec de coefficients complexes et que, dans le plan complexe de la 
variable x, nous marquions les racines de f(x), les racines de f(x) ne tomberont 
pas en dehors du polygone convexe le plus petit qui comprend les racines de 
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f(x). La démonstration se fait très facilement à l'aide de la dérivée logarith- 
mique et en faisant observer qu'aucune racine de f'(x) ne peut se trouver d'un 
côté d'une droite si les racines de f(x) se trouvent toutes de l'autre côté de la 
droite ou sur celle-ci. 

Pour une fonction F(a) réelle, entière et du genre o ou r je démontre une 
proposition plus précise dans des cas étendus. Formons une figure composée de 
l'axe réel et des cercles qui ont pour diamétres les segments de droites joignant 
deux à deux les racines imaginaires conjuguées. Je démontre alors qu'aucune 
racine de F'(x) ne peut se trouver en dehors de la figure, et il en est de méme 
de la fonction a F(x) + F'(x) où a est réelle. La méme proposition garde encore 
sa validité pour g(D).F (x), où g(x) est une fonction réelle, entière rationnelle, du 
nme degré et du type o; toutefois les cercles sont à remplacer par des ellipses dont 
les petits axes se terminent chacun dans une paire de racines conjuguées de F(x), 
landis que les grands axes sont Vn fois plus grands. 

Si les racines de (v) sont toutes limitées à la bande — «9t (") « i, les 


racines de g(D). F(a) seront aussi limitées de la même manière, etc. 

Je citerai encore une proposition qui comprend comme simples corollaires 
un grand nombre d'équations transcendantes, traitées jusqu'ici dans la litté- 
rature. 

Soient : 

F(z) =a, + ait + am aee 
réelle, du genre o ou x et du type v, H(x) réelle, du genre o ou 1, du type o et 
ayant h racines positives, et K(x) réelle, du genre o, du type o et ayant toutes les 
racines négatives, la fonction entière , 


EN) H (2) 2 Ex H (3) 
a, H (o) + ay K(o)* T, K (0) K (1) i UE KO) KK) 


sera tout au plus du type v + h. 








LAGUERRE prétend avoir démontré une proposition? qui est un simple cor- 
rollaire de la proposition ci-dessus, à savoir le cas où F(x) est rationnelle, v — o, 
h—o, en admettant méme que ÆX(x) soit du premier genre. Toutefois cette 
dernière condition est inexacte. Comme LAGUERRE n'a pas achevé sa démon- 
stration, on ne peut pas voir oü se trouvait l'erreur. | 








! Cette proposition semble peu connue. Elle a été découverte de nouveau un nombre de 
fois par différents mathématiciens. 

? Acta Mathematica, t. IV, 1884 et Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3:e 
série, t. IX, 1883; Oeuvres, I pp. 202 et 35. 
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Les théorèmes que je vais démontrer maintenant sont d’un caractère tout 
autre que celles dont il a été fait mention jusqu'ici. 

Soit F(z) une fonction entière de la variable complexe z — v + y. Elle est 
supposée réelle, du genre o ou r et du type o. On a done le produit fini ou 
absolument convergent 


F (2) = ev az [ (:=2 je e^, 


(a) 


où les constantes c ainsi que les racines « sont toutes réelles. Formons le carré 
de la valeur absolue de F(2), j'obtiens évidemment 


t m 2 
(2 —a )8 +9 3 2 JE Le y? 
Ez 3 —— = eg2co + 2x x? Je m ——À TL pa — Fx 2 L ES . |. 
| Ez[- (z* + y) Il CH) j Hn GG} 
En développant le troisième membre de cette égalité en série entière de 4° 


nous avons ainsi 
|FzP= A, Age A Yerkes 5 


où les coefficients sont des fonctions positives de la variable réelle x, si celle-ci 
est différente d'une racine «. On voit, par la série de Tavron et d'après la for- 
mule de Lrreniz pour la differentiation d’un produit, que l'on a 


[29 As, — (— 1)” ero ( (a + 0) F (x —e)) = 


= (roa —2|, eu) FO (x) FO HD (x) + + (—1)2F (x) FEM (2). 


Pour que F(z) soit du type o c'est done une condition nécessaire que toutes 
les fonctions ci-dessus pour v — 1,2,3,::: soient positives ou zéro! pour toutes 
les valeurs réelles de x. Inversement, il est évident que ces conditions sont 
aussi suffisantes, car si elles sont toutes satisfaites | P2? n'est jamais décroissante 
pour x constant et y? croissant, et pour y —o on a |Zz[* —(Fx)*. Si F(x)-0, 
on aura |Fz|*»0, et pour F(x)=o, |Fz|? ne pourra être égale à zéro pour 
aucune valeur de y différente de zéro. S'il en était ainsi, | Fz]? serait constam- 
ment zéro et cela est impossible à moins que F(z) ne se réduise précisément 
à zéro. 

Ces conditions nécessaires et suffisantes, trouvées d'une maniére si simple, 
sont souvent d'une application assez difficile dans la pratique. 








! Le cas Tem nous donne la EUM nécessaire (F'x)’ — F(x) F" (x) > 0, trouvée par 
Lacuerre, toutefois, il faut ajouter au signe d'inégalité un signe d'égalité. Si l'égalité*ne peut 
se produire, F(x) n'aura pas de racines multiples réelles. Je ne peux pas entrer iei en plus 
de détails. 
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Si nous differentions | Fz|? par rapport à y, nous trouvons 


On en déduit ce qui suit. 
Si F(z) est du genre o ou r, réelle et du type o, on doit avoir 


- 


()  Z|FepR—29 Ra FG) —1(F2+iF'zP—|Fz—iF'z) >o, 


pour y>o; (pour y «o il suffit d'intervertir le signe d’inégalité à cause de la 
symétrie par rapport à l'axe réel). Cependant, cette condition nécessaire est 
aussi suffisante, méme si l’on remplace > par >. En effet il résulte de l'inéga- 
lité (5) que [Fz2f ne peut pas décroitre pour y positif et croissant, x étant 
supposé constant, et comme | Zz|* — (Fx) pour y =o, elle ne peut pas devenir 
zéro pour y » 0 sans l'étre constamment. 

Par conséquent, nous avons démontré le théoréme suivant: : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction réelle F (2), du genre 
o Ow I, soit du type o est que l'inégalité (5) ait lieu partout dans le demi-plan au dessus 
de l'axe réel, et ceci est méme une condition suffisante quand > est remplacé par > .! 

En d'autres termes: si l’on peut trouver, dans le demi-plan supérieur, une 


Ü RE. b 3 2 at 
valeur de z pour laquelle 2, els est négative, F(z) aura de racines imaginaires ; 


si une telle valeur n'existe pas, toutes les racines seront réelles. 
Jusqu'à présent nous avons exclusivement fait usage d'une propriété du 


2 aß 
developpement de 5; MP à savoir celle d’être non négatif pour les y positifs. 


Si l'on désire rendre la condition nécessaire aussi étroite que possible, on peut y 
parvenir en regardant un ou plusieurs termes du développement. Ainsi on trouve 
comme condition nécessaire: 


T a 
E se > PENSE Il > o. 
Hp eR UO) F (x) F" (1)) 2.0 
dans tout le plan, etc. 

En me basant sur des considérations un peu plus générales que celles dont 
nous venons de faire emploi, je peux d'ailleurs démontrer le théoréme plus étendu 


que volci: 





' Evidemment ce n'est qu'en apparence que la condition suffisante est moins serrée que 
la condition nécessaire, c'est là un avantage pour les applications. Dans ce qui suit je rends 
encore plus grande la différence entre la condition nécessaire et la condition suffisante. 
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|FzP ow |Fz + iF'ze—|PFz—iF'zE 
dy 
est positive partout dans le demi-plan supérieur, à l'exception d'une certaine partie 
finie de celui-ci, la fonction réelle F (z) du genre o ou x aura son type fini. 

On peut donner à ces propositions bien d’autres formes, que je ne puis 
aborder ici et au sujet desquelles je suis obligé de renvoyer à mes recherches 
détaillées. Je me bornerai à mentionner les suivantes. 

En considérant le développement 

02 
pm 2 
ner? =24, +4.3A4Y +, 
on voit aussitôt que pour que toules les racines soient réelles, on doit avoir dans 
tout le plan 


jj? : 
ag? |FzP — 2|F'z2[ — 29t (F(z) P" (2)) = 


S —a|Fap— Pa Pep Fe Psp 
>2A,—2((F'x)?— F (x) F(2) > 0. 


Si inversement, on a partout 


0? 
E. 2 
agate? | 220}, 


(7) 
F (z) sera du type o. 

En effet, dans le dernier cas, |Fz]|? sera une fonction convexe de la vari- 
able y et ne pourra avoir, par suite de la symétrie par rapport à l'axe réel, qu'un 
seul minimum et cela pour y — o. 

De méme que plus haut, on a aussi la proposition plus étendue: 

Si l’inégulité (7) a lieu em dehors d'une certaine partie finie du plan des z, 
F (z) sera d'un type fini. 

Il est assez intéressant d'appliquer ces propositions aux équations transcen- 
dantes traitées jusqu'à présent dans la littérature. On peut tirer des exemples 
de FOURIER, Poisson, Caucuy, Hurwitz ete., ce qui donnera une idée de la 
facilité avec laquelle les critères que nous venons de développer sont applicables 
aux cas plus simples. Pour ne citer, en passant, qu'un exemple (emprunté à 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 16 aoüt 1912. 25 
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CaucHy), nous considérons l'équation trés connue, sinz—zcosz—o. Si son pre- 
mier membre est désigné par F(z), on aura 


JT 


LFP — Pe zer ie F"z| =|z sin 2? —|sin 2 + |z cos 2]? = 


= (a? ch? y — sin? x) + (y*ch?y— sh? y) + (x? + y?)sh?y, 


où toutes les parenthèses sont > o. Donc toutes les racines sont réelles. 

Pour des fonctions d'un genre plus élevé que le premier, je démontre des 
théorèmes du méme caractère, mais un peu plus compliqués. 

Soit F(z) réelle et du genre 2p ou 2p + 1, on aura, en supposant pour plus 
de simplicité qu'il n'existe pas de racines zéro, 


. = Br Sats iu z \2p +1 
F (z) — eg (2) Il E = et 2p+1 () 4 


(a) 
ou 
g (2) = Cy + 6,2 t 7 + 0:12?! 


a tous les coefficients réels et ot le produit, qui est fini ou absolument con- 
vergent, est étendu à toutes les racines «. 

I ic 
2p+ aap tl 


on le sait, les c sont aisément déterminées par différentiation de log F(z). 


Comme 








Si F(z) est du genre 2p, on doit avoir ©»+1 


La condition nécessaire pour que toutes les racines soient réelles est qu'on ait 


constamment dans le demi-plan y > 0 
2°? Fz + iF'zp—|zÀFz—iFzp|Fepz»-igze—|z2—2gz[) 


et la condition suffisante est de la même forme, toutefois, on peut y remplacer > par >. 
Je ne peux donner ici la démonstration de cette proposition qui, pour p — o, 


se réduit à une de celles que j'ai déjà indiquées. 


Qu'il me soit permis, en terminant cette conférence, de faire usage d'une 
image intuitive, bien que peut-être un peu hasardée. Soit F(z) une fonction 
analytique de 2—x+17, régulière à l’intérieur d'une certaine partie du plan 
des z. Je suppose celui-ci horizontal et j'éléve en chacun de ses points une 
coordonnée verticale Ê —]|Pzp. Par là est définie une surface aux coordonnées 


orthogonales a, y, £, au sujet de laquelle j'ai démontré la proposition suivante.! 





‘Nyt Tidsskrift for Matematik, t. XXI, 1910. Om den absolute Værdi af en analytisk 
Funktion (résumé d'une conférence faite à la société mathématique danoise le 19 mars 1908). 
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Si l'angle dièdre entre le plan des (v, y) et le plan tangent à la surface au 


point (v, y, 5) est désigné par ~, on aura 
tg? p = 4|F (z) F'(2)P. 


Le plan tangent n’est horizontal qu’en les points dont les projections tombent 
en des zéros de F(z) ou de P'(z). Pour les premiers, le plan tangent coincide 
avec le plan des z, pour ceux des derniers qui ne sont pas en méme temps des 
zéros de F(z), le plan est tangent en un point parabolique de la surface. 

On pourrait appeler une telle surface un »paysage analytique». Si l’on 
s'imaginait qu'il pleuvait dans ce paysage, l'eau s’accumulerait en les points les 
plus bas et formerait de petits lacs autour des zéros de F(z). Pour une fonction 
réelle du genre zéro ou un et du type zéro, le »paysage analytique» présenterait 
une vallée ayant de petits lacs le long de l'axe réel. 
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LÓSUNG DES ABSOLUTEN KONVERGENZPROBLEMS EINER 
ALLGEMEINEN KLASSE DIRICHLETSCHER REIHEN. 


Vox 
HARALD BOHR 


in KoPENHAGEN. 


Einleitung. 


Unter einer Dirichletschen Reihe der komplexen unabhängigen Variabeln 
s=o+ it wird bekanntlich eine unendliche Reihe der Form 


f(s) = Ÿ An en (1) 


verstanden. Die Koeffizienten der Reihe, d. h. die Grössen a,, sind hierbei 
beliebige reelle oder komplexe Zahlen, und die Exponenten 4, sind reelle Zahlen, 
die den Bedingungen 

OA EAE ET P ADAMS (lim 4, — co) 


n=0 
genügen. 

Bekanntlich hat Herr JENSEN! bewiesen, dass das Konvergenzgebiet der 
Reihe (r) eine Halbebene ist, welche von einer zu der reellen Achse senkrecht 
stehenden Geraden begrenzt wird, d. h. es existiert eine reelle Zahl 4 (die Kon- 
vergenzabszisse der Reihe (r)) derart, dass die Reihe (1) für o> A konvergiert, 
für c « A dagegen nicht konvergiert. In den beiden Grenzfällen, wo die Reihe 


(x) überall bezw. nirgends konvergiert, wird À — — c» bezw. À = + co gesetzt. 





1 Betreffs der Literatur werde ich auf das fundamentale Werk des Herrn Laxpav: 
»Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen» (Leipzig 1909) verweisen 
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Ferner ist bekanntlich, wie leicht zu beweisen, das Gebiet der absoluten Konvergenz 
einer Dirichletschen Reihe auch eine Halbebene, welche von einer zu der reellen 
Achse senkrecht stehenden Geraden begrenzt wird, d. h. es existiert eine reelle 
Zahl B (die absolute Konvergenzabszisse der Reihe (1)) derart, dass die Reihe 
(i) für c» B absolut konvergiert, dagegen für c < B nicht absolut konvergiert; 
hierbei ist eo ipso B> 4. Es ist also die Reihe (r) in der Halbebene 6 > B 
absolut konvergent, im Streifen JB » 6 » A bedingt konvergent, und in der 
Halbebene 6 <A divergent. Es kann bekanntlich vorkommen, dass A < + c, 
B -— oco ist, d. h. dass die Reihe (r) ein Konvergenzgebiet besitzt ohne jedoch 
irgendwo absolut zu konvergieren; dies ist z. B. bei der Dirichletschen Reihe 


N (= D — N (— y? e—s-loglogn 
æm(logn) a 5 
der Fall. 

Ferner ist, wie von Herrn CAHEN bewiesen, bei jedem e > o, Z > o die Reihe 
(1) im Gebiete 6 > À +, |s|<# gleichmässig konvergent. Hieraus folgt un- 
mittelbar, da ja die einzelnen Glieder der Reihe (1), d. h. die Grössen Ane— ins, 
ganze Transzendenten sind, dass die durch die Reihe (r) für o> A dargestellte 
Funktion f(s) eine in der ganzen Halbebene 6 > A überall reguläre analytische 
Funktion ist. 

Es sei eine Dirichletsche Reihe (r) gegebén; dann fragt sich: wie weit kon- 
vergiert diese Reihe? Eine solche Frage lisst sich auf verschiedene, Weise auf- 
fassen. Man kann zunächst fragen: wie lassen sich die beiden Konvergenzab- 
szissen A und B als Funktionen der Koeffizienten a, und der Exponenten 
2, bestimmen? Diese Frage, welcher bei einer Potenzreihe die Frage nach dem 
Konvergenzradius als Funktion der Koffizienten der Potenzreihe ganz entspricht, 
ist von Herrn CAHEN gelóst und zwar in ähnlicher Weise, wie die entsprechende 
Frage bei der Potenzreihe durch Caucuy und HADAMARD seine Lösung gefun- 
den hat. Die Frage: wie weit konvergiert eine Dirichletsche Reihe?, lässt sich 
aber auch ganz anders auffassen, nümlich: wie lassen sich die beiden Konver- 
genzgeraden o= A und oe -— B bestimmen, nicht aus der Dirichletschen Reihe 
selbst, d. h. aus den Koeffizienten und Exponenten der Reihe, sondern aus der 
Kenntnis der analytischen Eigenschaften der durch die Reihe dargestellten Funk- 
tion; oder genauer ausgedrückt: Es sei eine analytische Funktion f(s) gegeben, 
und és sei bekannt, dass sie in einer gewissen Halbebene durch eine dort kon- 
vergente Dirichletsche Reihe darstellbar ist; wie lässt sich alsdann die Lage 
der beiden Konvergenzgeraden der Reihe aus dem analytischen Charakter der 
Funktion erkennen? Dieses Problem, welches sich an die Frage in dieser 
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letzten Formulierung anknüpft, oder vielmehr an die Frage, inwiefern die Lage 
der beiden Konvergenzgeraden der Reihe mit einfachen analytischen Figen- 
schaften der Funktion in Zusammenhange steht, ist es, welches Problem man ge- 
wöhnlich als das Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen bezeichnet. ! 

Ich werde im folgenden einfach vom Konvergenzproblem reden, wenn es 
sich um die Bestimmung der Konvergenzgeraden e = A handelt, dagegen werde 
ich die Bezeichnung »das absolute Konvergenzproblem» benutzen, wenn es sich 
um die Bestimmung der absoluten Konvergenzgeraden 6 = B handelt. 

Bei einer Potenzreihe, für die das Konvergenzproblem mit dem absoluten Kon- 
vergenzproblem zusammenfällt, ist dies Problem bekanntlich einfach dahin zu 
beantworten, dass der Konvergenzkreis die dem Mittelpunkt am nächsten gele- 
gene singuläre Stelle enthält. Bei den Dirichletschen Reihen gilt bekanntlich 
kein entsprechender Satz; so ist z. B. die Reihe 


(are Y 
> — (— 1) e—slogn 
ns 


nur für o>o konvergent, während die durch die Reihe dargestellte Funktion 
über die Achse des Imaginären hinaus regulär ist, ja sogar eine ganze Tran- 
szendente ist. 

Über das Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen haben die Herren 
LawpaAu und SCHNEE, unter gewissen einschrünkenden Bedingungen für die 
Exponentenfolge der Reihe,® einige sehr interessante Sätze bewiesen, welche den 
Zusammenhang zwischen der Lage der Konvergenzgeraden 6 — 4 und der Grós- 
senordnung der Funktion f(s) auf vertikalen Geraden (d. h. bei konstanter 





* Es sei die Funktion f(s) in einer gewissen Halbebene durch eine dort konvergente 
Dirichletsche Reihe darstellbar; dann lassen sich bekanntlich die Koeffizienten an und Expo- 
nenten A» dieser Reihe aus den analytischen Eigenschaften der Funktion /(s) bestimmen. Mit 
Benutzung dieser Bemerkung kann man offenbar die von Herrn CAHEx gefundenen Ausdrücke 
für die Konvergenzabszissen À und B so formulieren, dass man dadurch eine genaue Be- 
stimmung der beiden Konvergenzgeraden o= A und ce-— B aus den analytischen Eigen- 
schaften der Funktion erhält. Eine derart komplizierte und für die Anwendung völlig un- 
brauchbare Bestimmung der Konvergenzgeraden der Reihe aus den analytischen Eigenschaften 
der Funktion ist aber keineswegs als eine Lösung des Konvergenzproblems zu betrachten. Bei 
diesem letzten Problem handelt es sich ja eben darum, den etwaigen Zusammenhang zwischen 
der Lage der Konvergenzgeraden der Reihe und einfachen analytischen Eigenschaften der 
Funktion zu studieren. Vergl. in dieser Beziehung auch die interessante Arbeit des Herrn W. 
Sonnen: »Über die Koeffizientendarstellungsformel in der Theorie der Dirichletschen Reihen» (Göt- 
tinger Nachrichten, Math. phys. Kl., 1910). 

? Diese einschränkenden Bedingungen laufen im Wesentlichen darauf hinaus, dass die 
Exponenten A» nicht allzu dicht aneinander folgen dürfen, und dass ihre Verteilung nicht allzu 
unregelmässig sein darf. 


200 Harald Bobr. 


doch diese Sätze nur hinreichende Bedingungen für die Konvergenz der Reihe 
(x) in einer Halbebene o > Konst., aber keine Bedingungen; die zu gleicher Zeit 
notwendig und hinreichend sind, und es ist somit das Problem: die Konvergenz- 
gerade 6 =A einer Dirichletschen Reihe aus einfachen analytischen Eigenschaf- 
ten der durch die Reihe dargestellten Funktion genau zu bestimmen, nicht durch 
die oben erwähnten Untersuchungen gelöst. Es lässt sich sogar, wie ich in mei- 
ner Habilitationsschrift! bewiesen habe, eine genaue Bestimmung der Konver- 
genzgeraden o = A überhaupt nicht ermitteln, wenn man sich auf die Unter- 
suchung der von den Herren Lanpav und SCHNEE betrachteten analytischen 
Eigenschaften der Funktion (d. h. der Regularität einerseits und der Grüssen- 
ordnung von f(o + it) bei ins Unendliche wachsender Ordinate ¢ anderseits) be- 
schrünkt. 

Wir wenden uns nunmehr zur Betrachtung des absoluten Konvergenzpro- 
blems. Ich werde in dieser Abhandlung dieses Problem, welches meines Wissens 
bisher nicht direkt in Angriff genommen worden ist, für eine allgemeine Klasse 
Dirichletscher Reihen erledigen, nämlich für alle solche Reihen, deren Expo- 
nentenfolge im rationalen Kórper linear unabhängig ist. Es ergibt sich für 
diese Klasse Dirichletscher Reihen, dass die absolute Konvergenzgerade 6 — 5 
eine Gerade ist, welche sich aus den allereinfachsten analytischen Eigenschaften 


der durch die Reihe definierten Funktion genau, bestimmen lässt. 


Das Hauptziel dieser Abhandlung ist der Beweis des folgenden allgemeinen 
Satzes: 
Es seien die Elemente der Zahlenfolge 


OL A EE <a (lim 2, = co) (2) 


linear unabhdngig, d. h. es bestehe für kein ganzzahliges positives N eine Relation 


der Form 


gi + Joh, + xm ^gNÀN—O 


in ganzen rationalem nicht sämtlich verschwindenden Zahlen g,, go, ..., IN- 


Es sei ferner 


co 


f(s) = f (o E it) = Dar €— ns (1) 


n=1 


! »Bidrag til de Dirichletske Rakkers Theori» (Kopenhagen 1910), S. 34. 
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eine zur Zahlenfolae (2) gehörige Dirichletsche Reihe, die ein Konvergenzgebiet be- 
sitzt. Dann ist es ve für die absolute Konvergenz der Reihe (x) für o > o, not- 
wendige und hinreichende Bedingung, dass die durch die Reihe (1) definierte ana- 
lytische Funktion f(s) ,ür o6 7» 0, regulär und beschränkt! ist. 

In diesem Satze ist die Exponentenfolge (2) nur der rein arithmetischen 
Bedingung unterworfen, dass ihre Elemente linear unabhängig sein sollen. Die 
wesentliche Rolle, welche diese arithmetische Bedingung beim Studium des ab- 
soluten Konvergenzproblems der Dirichletschen Reihen spielt, habe ich schon 


an anderem Orte? gezeigt. 


$ 1 des Folgenden behandelt die Frage nach den Werten, welche eine Dirichletsche 
Reihe mit linear unabhängiger Exponentenfolge auf einer im absoluten Konver- 
genzgebiete der Reihe gelegenen zu der reellen Achse senkrecht stehenden Gera- 


.den annimmt; ich beweise hier die Existenz eines Kreisringes derart, dass die 


angenommenen Werte sämtlich in diesem Kreisringe gelegen sind, und zwar in dem 
Kreisringe überall dicht liegen. Der Beweis dieses Satzes stützt sich wesentlich 
auf einen von KRONECKER herrührenden Satz über Diophantische Approxima- 
tionen. Es ist die oben erwähnte arithmetische Bedingung der Exponentenfolge 
eben eingeführt, um diesen Satz über Diophantische Approximationen auf unsern 
Problemkreis verwenden zu können. 


In $2 werden aus dem Satze des § ı einige für das Folgende wesentliche 
Hilfssätze gezogen. 


In $3 wird u. a. bewiesen: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear 
unabhängiger Exponentenfolge für o> B absolut konvergent, für o = B dagegen nicht 
absolut konvergent; dann nimmt die Funktion f(s) in der Halbebene 6 > B jeden 
Wert an. 


In $4 beweise ich: Es besitze die Dirichletsche Reihe (r) mit linear unab- 
hängiger Exponentenfolge ein absolutes Konvergenzgebiet. und es sei die durch 


! Unter dem Ausdruck: »Eine Funktion ‚Fs) ist für c > o, beschrünkt» ist zu verstehen: Es 
gibt eine positive Konstante A derart, dass, für 6 > o, | /(s)| < K ist. 
?o»Sur la convergence des séries de Diriehet». (Comptes rendus, Paris, 1. August 1910 
Die obige Bedingung unterscheidet sich wesentlich von allen Bedingungen, die man bei frü- 
heren Untersuchungen über Dirichletsehe Reihen der Exponentenfolge auferlegt hat. Diese 
letzten Bedingungen behandeln nämlich stets die ungefähre Lage der Exponenten, sie sagen 
z. B. aus, dass die Exponenten nicht allzu dicht aufeinander folgen dürfen oder dergleichen; 
während die obige Bedingung des Textes eine arithmetische Bedingung ist, d. h. eine Be 
dingung, welche die genaue Lage der Exponenten betrifft. 

Acta mathemalica. 36. Imprimé le 9 octobre 1912. 26 
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die Reihe definierte Funktion für o>, regulär und beschränkt; dann ist die 
I C > 


Reihe (1) für e > f absolut konvergent. 


In $ 5 erinnere ich an einen Hilfssatz des Herrn PERRON. 


In $ 6 wird der oben erwähnte Hauptsatz bewiesen. In diesem Satze ist 
über das Konvergenzverhalten der Reihe nur vorausgesetzt, dass sie überhaupt 
ein Konvergenzgebiet besitzt; beim Satze des $ 4, welcher Satz in dem Hauptsatze 
als spezieller Fall enthalten ist, war noch die weitere Bedingung hinzugefügt, 


dass die Reihe ein absolutes Konvergenzgebiet besitze. 


In den vorangehenden Sützen war der Exponentenfolge die einzige Be- 
dingung auferlegt, dass sie linear unabhängig sei; dass diese Bedingung aber 
eine wesentliche ist, d. h. dass die Sütze, wenn diese Bedingung weggelassen wird, 
nicht mehr gelten, wird schliesslich in $ 7 durch passend konstruierte Beispiele 
bewiesen. Es wird hier u. a. die Existeuz einer, in einer gewissen Halbebene 
konvergenten, Dirichletschen Reihe bewiesen, die eine für o 7 o reguläre und 


beschränkte Funktion definiert, und die jedoch nirgends absolut konvergiert. 


In einer späteren Abhandlung werde ich die in dieser Arbeit dargestellte 
Theorie auf einige spezielle Dirichletsche Reihen verwenden, sowie eine ähnliche 
Theorie derjenigen Dirichletschen Reihen entwickeln, welche in der analytischen 
Primzahlentheorie die Hauptrolle spielen, nàmlich derjenigen Dirichletschen Reihen 


vd . : . 
vom Typus > ^, welche eine Produktdarstellung einer der beiden Formen 
, n 


Ay by An I 
Dig: m Il E T p 2. m il E is | 
ps 
zulassen, wo p die Primzahlen 2, 3, 5... durchlauft. 
$ r. 
Es sei 
f(s) = Mae» (1) 

n=] 


eine zur linear unabhängigen Zahlenfolge (2) gehörige Dirichletsche Reihe, die 
auf der Geraden 6 =o, absolut konvergiert; d. h. es sei die Reihe 
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wo 
N EMO) 
2, e?» 
n-l 
konvergent. 
Ich werde dann in diesem Paragraph untersuchen, welehe Werte die Funk- 
tion f(s) —f(o + it) auf der vertikalen Geraden 6 — o, annimmt. 


Es sei die folgende Hilfsbetrachtung vorausgeschickt. Es sei 
OR OS SS E ORE. ts (3) 


eine unendliche Folge von reellen, nicht negativen Zahlen derart, dass die Reihe 


78 


On 


n-l 


konvergiert und etwa die Summe À besitzt. Ich werde dann zunächst die Werte 


bestimmen, welche die unendliche Reihe 


= 
Pa, Dass) = No eiTn 
n=1 

annimmt, wenn die Grössen dq, ÿs,..., Pn,... unabhängig von einander sämt- 
liche reelle Werte, oder, was auf dasselbe herauskommt, sämtliche reelle Werte 
zwischen o (inel.) und 27 (excl.) durchlaufen. 

Es sei das Gebiet G folgendermassen definiert: 

Fall x. Wenn in der Zahlenfolge (3) ein Element o„, vorhanden ist, das grös- 
ser ist als die Summe aller übrigen Glieder, d. h. wenn 


On, > Der = k— On, 
nz ni 


ist, bezeichne ich mit G den Kreisring (incl. Begrenzung) 


R>]|z|>r, 
wo 
U 
ifs On am Non nie R 
nm 
ist. 


Fall 2. Wenn dagegen in der Zahlenfolge (3) kein Element vorhanden ist, 
das grösser ist als die Summe aller übrigen Glieder, bezeichne ich mit G den Kreis 
(incl. Rand) 
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Es gilt nunmehr der folgende 


Hilfssatz 1: Es liegen die Werte von 


F (9, (55, Pns- )= Ÿ on ei on 


n=1 " 


sämtlich im Gebiete G, und es wird jeder Wert im Gebiele G angenommen. 
Beweis: Da, für jede reelle Folge 9,, $,,..., Pn...., im Falle ı 





eoo oo 
Y : I ; ~ \ 
R= Do: >| Some > On, — on = . 
n=! n=1 n yn 


ist, im Falle 2 


<R 





Ge) 
> On e Pn 


n-1 


ist, sieht man zunächst, dass die Werte von F(q,, d»,..., Pn, ...) sämtlich im 
Gebiete G liegen. Ferner ist klar, dass, wenn die Funktion F den Wert z' an- 
nimmt, nimmt sie gewiss jeden Wert z an, für den |z|—]z'| ist, d. h. jeden 
Wert auf dem Kreis mit o als Mittelpunkt und'|z| als Radius; denn, wenn 


oo 
FQ, esr tdeo tas DS oneiv'n Sz! ae 
n=1 
und 
g — |z' | ei? 


ist, so ergibt sich ja unmittelbar 


Fo, +0—0', p,+0—0",..., Pn t+ O-6,..) = De glo! n +0—0") 


n=1 
eo 
— git —6^) in = ptl6—A') 2 — 
€ . On € € & 2. 
n1 = 


Um den Hilfssatz zu beweisen, geniigt es daher offenbar nachzuweisen, dass die 
Funktion 
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im Falle r jeden reellen Wert zwischen r und Z (beide incl.), im Falle 2 da- 
gegen jeden Wert zwischen o und Z (beide incl.) annimmt. 
Beweis des Falles 1. 


Es sei speziell 


$a, 70,  Pn—=p (n--n) 
gesetzt, wo ~ das Intervall o (inel.) bis 2 (excl.) durchläuft. Dann durchläuft 
in der komplexen Ebene die Zahl 


NPD er e e = 


D en ei — on + (Ron) 87 
n=1 


einen Kreis mit dem Mittelpunkte o,, und dem Radius R— o,„,, also Punkte, 
deren Abstand vom Nullpunkte alle reellen Werte von 


Ont (R 
bis 





On) = 2 Qn: = 


On Ar (R— On) = 


qe: d: 


(beide incl.) annimmt. 
Beweis des Falles 2. 


Es darf offenbar ohne Beschrünkung der Allgemein- 
heit beim Beweise angenommen werden, dass 
RE 
ist. 


Ferner darf o,» o angenommen werden, denn im Falle o, — o, d. h 
für alle », ist der Satz von vornherein klar. 


+ On =O 
Es sei nunmehr N diejenige (gewiss existierende) Zahl, für die 


n=] 
ist, während 


n=N 
ist. Hierbei ist eo ipso N 


IV 
S 


gesetzt. Dann erfüllen die drei nicht negativen Zahlen «, 3 und y, deren Summe 
gleich R ist, die drei Relationen 
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PE Pimp Vesp das (4) 


denn es ist nach Voraussetzung 


N m 
Y ' 
a + p= D On 2 Xe = ## 
n=1 n=N+1 
sowie 
si 
; ' x 
Bry= 29 20,—0, 
n=2 
und aus 
N—1 oo 
' 
€ On = > Qn 
n=1 n=N 
dh: 
e + pon LY ON 
folgt 


a+y2z2a + P— 20x = B 201 — 20N 2785 


« Aus (4) folgt nunmehr unmittelbar (siehe Figur), dass 


UM in der komplexen Ebene zwei Punkte P und Q derart 


\ BÉ 
Be À existieren, dass P auf der reellen Achse rechts vom 
_— [| 


0 > Nullpunkte O liegt, und das 


OP=a, PQ=8, QO—y 


ist; mit anderen Worten, es folgt aus (4) die Existenz einer komplexen Zahl q 
(der Zahl, die dem Punkte Q entspricht) derart, dass 


la—el= 3, lal=7 


ist. Es sei 
q — a — p es, — q = y eis ; 
dann ist offenbar 
a+ Betas air y eit: KO. 
Ich wähle nunmehr speziell 
(r= 0, 94— Qo =Gn=t.0,; Quum Naso $485 


wo die reelle Variable 4 von o bis ı (beide Grenzen incl.) läuft. Dann ist 
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nD 
\ ; 10 jl) 
IF pss Pass ses Qni -) =| Sonera + Bell”: + ye s| 


nl 
eine stetige Funktion F,(/) von t. Weil aber für 1 — 0 
Jo + pes + y eit: | =atpty=R 
ist, und für t=1 
Ja + Petts + vets] — |o + get: + ye? | — o 


ist, nimmt die obige Funktion F,(t)=|F (9,, Q2,.--; Qn,...)| alle Werte von 
o bis R (beide incl.) an. q. e. d. 

Damit ist der Hilfssatz I bewiesen. 

Bevor ich zu der am Anfang des Paragraphen erwühnten Untersuchung 
übergehe, erinnere ich noch an den folgenden KnowNEckER'schen Satz über Dio- 
phantische Approximationen, welcher für unsere Untersuchungen eine funda- 
mentale Rolle spielt. 

Hilfssatz 2: Wenn N linear unabhängige reelle Zahlen À,, 1,,..., An und N 
beliebige reelle Zahlen u,, Us,..., UN sowie e 0 gegeben sind, so gibt es ein reelles 
T und N ganze Zahlen g,, g,, ..., gn derart, dass die N Ungleichungen 


[TA, mec iis gıl<e 


[Tay 1, — gs «s 


| TAN UN gu] < € 


sämtlich erfüllt sind. 
Ich gehe nunmehr zum Beweis des folgenden allgemeinen Satzes über. 
Satz 1: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhängiger Exponenten- 

folge für o =o, absolut konvergent, und es sei für alle n — 1,2 


Ly. Date ej. 


| Gy | ET ^no — On 


gesetzt. Es bezeichne ferner G=G(o,) das auf Seite 203 definierte Gebiet (also den 
Kreisring vr €|z| € R, bezw. den Kreis |z| € R). Dann ist, für jedes reelle t, 
f (o, + it) im Gebiete G gelegen, und es liegen die Werte von f(o, t it) (— 9 «tc o) 
überall dicht im Gebiete G. 

Beweis: Dass die Werte von 


oo 
flo, d it) = Dane intrrit (— oo < 1< >) 
nel 
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sämtlich im Gebiete @ liegen, ist, wegen fa, e^» 9*0 | — |a, | e7?» — o,, unmittel- 
bar klar. Es sei nunmehr z eine beliebige Zahl im Gebiete G (incl. Rand), und es 


sei 0 » 0 beliebig gegeben; dann ist zu beweisen: es gibt ein reelles 7' derart, dass 


|/ (o, + iT) —2|« Ó 


ist. Die Existenz eines solchen 7 wird folgendermassen nachgewiesen. Es sei 
N so gewühlt, dass 


oo 


co 3 
V ; \ Ó 
N [as | e)» == N On xn = 
n=N +1 n=N+1 


ist, und N fest. Es sei ferner, was nach dem Hilfssatze 1 möglich ist, eine 


Folge reeller Zahlen q,, $5, .... Pn,... so gewählt, dass 
E 
A 1 
Nw On € In = 2 
ns \ 
n=1 


ist. d. h. dass 


La 
Y . 
Des | &7?n9» . ei Pn = 2 


n-l 
‘ 


ist. Dann ergibt sich für jedes reelle ¢, indem ich für alle » —1, 2, 3,... die 
Amplitude der Grösse a, durch «, bezeichne, 


a o» 
| f(a, + dt) z| — » las] etn g— Anl, til) — Y las] e)" eit 





n-l n=1 
x s 
<| Xiaecns eto ene +2 X Mec 
n =] n=N+1 
N 
x > |a | € ^no | gi (an — Ant) | A | I— ent — (an Pm)) | + 
n-l 
dr 
N sf ^n e) 595] 
| / (o, + it) —z|« lade enl 2s “ii 3 à (5) 


n-l 


Es sei nunmehr, was offenbar aus Stetigkeitsgründen möglich ist, e> o so (d. h. 
so klein) gewühlt, dass die Summe der N Glieder 
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N 
> la, | € ^no , | i ee mom 


n=1 
kleiner als — ist, wenn, für alle n=1, 2,..., N, die reelle Zahl 6, von einer 
3 


ganzen Zahl g, um weniger als e abweicht. Wir bestimmen alsdann, was nach 
dem Hilfssatze 2 möglich ist, ein reelles 7’ sowie N ganze Zahlen g,, g,,..., gw 
derart, dass für alle n=1, 2,..., N 

À Un = 

ea o 7 = TEL An = In «E 


27t 27U 


ist. Für dieses 7 ergibt sich dann weiter nach (5) 





Hiermit ist der Satz I bewiesen. 


82. 


Wir ziehen nunmehr in diesem Paragraphen einige für das Folgende wesent- 
liche Folgerungen aus dem Satze des $ 1. 

Satz 923: Hs sei die Dirichletsche Reihe (x) mit linear unabhängiger Exponen- 
tenfolge für o =o, absolut konvergent; es sei & > o beliebig gegeben. Dann existiert 
ein reelles t, derart, dass 


oo oo 
> lan | e7?»9» — EN ds £— novit) | < & (6) 
n-1 n=1 


ist. 

Beweis: Es habe G = @(o,) die Bedeutung des § 1, d. h. es bezeichne G den 
Kreisring r<|z|<R bezw. den Kreis |z|<R. Dann folgt die Existenz eines 
reellen ¢,, für das (6) erfüllt ist, unmittelbar daraus, dass einerseits die Zahl 


oo 
R= Y |a, |e-^* 


n-l 


dem Gebiete G angehört, während anderseits die Werte von 


f (o, ar it) FL Dd an ente it (— COE. < ©) 


n-l 


in dem Gebiete G überall dicht liegen. 
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Hiermit ist der Satz 2* bewiesen. 
Da 
Ia] —15] €1a — | 


ist, folgt aus dem Satze 2* unmittelbar der 
Satz 2^": Hs sei die Dirichletsche Reihe (x) mit linear unabhängiger Exponen- 
tenfolge für o — 0, absolut konvergent, und & > 0 beliebig gegeben. Dann existiert ein 


reelles t, derart, dass 


oo E 
Y j al ; . 

N Ja, | e — Wa, ente tito] € ¢ 

n-l n-l 


ast. 

Wir brauchen für das Folgende den Satz 2^" in der folgenden allgemeineren 
Formulierung: 

Satz 2°: Es seien die Elemente der Zahlenfolge (2) linear unabhängig, es seien 
die M + x zur Zahlenfolge (2) gehörigen Dirichletschen Reihen 


op oo oo 
Y "A 4 Y mire SM er 
hs) = > a es, hs) Nawe ins ,..., fuls) = Name Ans 
n=1 n=1 n-l 


sämtlich für 6 =o, absolut konvergent, und es sei für jedes n— 1, 2, 3,... 
Amplitude (a) = Amplitude (a(P) = --- = Amplitude (al); (7) 


es sei ferner &>o beliebig gegeben. Dann gibt es ein reelles t, derart, dass gleich- 


zeitig, für alle m—0, 1,..., M, 


oo m 
x! La) | o—2 no WS (m) p—Anlootit 2 
PAD le LI | PACE TUE CDI EE 


n=1 n=1 


ist. 
Beweis: Wir betrachten die für =o, absolut konvergente Reihe 


wo, IT Allen 2995 


b, — al) + all) + + al 


ist. Hierbei ist auf Grund von (7) 


|o, — [at | + Jat? | + -- + [at]. 
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Wir wählen nunmehr, was nach dem Satze 2" möglich ist, ein reelles £, 


derart, dass 


oo oo 

"| ; ' . 

N | ba | e^» — > b, citer «€ 
n-l n-l 


ist, oder anders geschrieben derart, dass 
oC 


œ = 
NJ : U ; 1 7 . 
> 0)| e—2n9» +... + V | aU | cnx Sq e—Anlootito) + ... 
| [a4 | en 0 + + la Me » | | POD es Ankoo tto)... | 


n=1 n=1 n=1 


oc 
ur 2 aM) e—An(%0 + ito) 








«t€ 
n=1 
ist, also a fortiori derart, dass 
0) Lo—2 M V 1500] 2— itz N q(0) e—An (Got ito) sch 
Dale Lis + Dai fe no) | Dal erg EL Aa 
n=1 n=1 n=1 
oo 
«| 4 : - 
+ > At) e— An o +40) | «t€ (8) 








n=1 


ist. Wegen der für alle m— 0, 1, 2,..., M giltigen Ungleichung 





o m 
A «| A : 
(m —Àhn 00 — (m) b—2,(00+1t0) 
» Ja’ | e nd | > ai € RE E 
n-l 


20 
n=1 
folgt aber unmittelbar aus (8), dass für jedes m—o, 1, 2,... M 
oc oo 
NIC atime SACO Wea coté 
p. lat" |e Àn O0 > alm) e—fAn(oo+t 0) <é 








n=1 n=1 


ist. q. e. d. 

Korollar: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhängiger Ex- 
ponentenfolge für o » « absolut konvergent; dann ist bekanntlich, wie sehr leicht 
zu beweisen, für jedes m — o, 1, 2,... die Reihe 


oo 
Ya. (— An) e— ^n3 
n-l 


für o >a absolut konvergent und stellt die Funktion f"?(s) dar. Ferner ist ja 


Amplitude (a, 4") = Amplitude (an). 
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Es lässt sich daher der Satz 2° auf den Fall anwenden, wo o, — « + 11 ist, während 
für jedes m —0, 1, 2;... M 


fn (8) = (— 1)" fe^ (8) = an dm eher 


nel 
ist. Dies werden wir später verwenden. 

Satz 3: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhängiger Expo- 
nentenfolge für 6 > B absolut konvergent, für o — B dagegen nicht absolut konvergent; 
dann ist die durch die Reihe (x) dargestellte Funktion f(s) für o» B nicht be- 
schränkt, d. h. nach Annahme einer beliebig grossen positiven Grösse K lässt sich 
eine Zahl s, — o, + it, derart wählen, dass 


>B,  |(s)»K 
ist. 
Beweis: Aus der vorausgesetzten Divergenz der Reihe mit reellen nicht 
negativen Gliedern 


o5 
D lanl erin? 


ner 


folgt die Existenz eines ganzzahligen N derart, dass 


N 
NMlas]e22 > K +1 


nl 


ist. Nunmehr wählen wir ein o, » B derart, dass 


N 
$lasl en > K +1 


n-l 


ist, was aus Stetigkeitsgründen möglich ist; dann ist a fortiori 


Ylas] e^ >K +r. 


n=1 


Ferner lässt sich nach dem Satze 2% ein reelles ¢, derart wählen, dass 


oo o6 
4 à ? 5 

Y |a, | e?» ^» — W a, e-?ntv*ito | < x 

n=1 n-l 





! An Stelle von 1 könnte natürlich auch jede andere positive Konstante stehen. 
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ist. Dann ergibt sich für dieses 4, 


oo co 
|/ (o, + ity) |= > las | e^» 9 — Y as] e7 ^n" — f (o, - it))| 5 K +1 Ie 


n=l n-l 


Damit ist der Satz 3 bewiesen. 


$ 3. 

Es móge die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhängiger Exponenten- 
folge ein absolutes Konvergenzgebiet besitzen; ich werde dann in diesem Para- 
graph diejenigen Werte bestimmen, welche die Funktion f(s) im absoluten Kon- 
vergenzgebiet der Reihe annimmt. Es sei zunüchst derjenige Fall betrachtet, 
in dem die Reihe eine im Endlichen gelegene absolute Konvergenzgerade o = B be- 
sitzt, d. h. es sei B endlich und die Reihe (1) für o > B absolut konvergent, 
für c « B nicht absolut konvergent. Es sind nunmehr zwei Fälle zu unterschei- 
den, je nachdem die Reihe (r) auf der absoluten Konvergenzgeraden o = B abso- 
lut konvergiert oder nicht. Ich fasse zunächst den zweiten Fall ins Auge. Es 
gilt hier der folgende 

Satz 4%: Es möge die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhängiger Ex- 
ponentenfolge für o B absolut konvergieren, für o = B dagegen nicht absolut kon- 
vergieren. Dann nimmt die Funktion f(s) in der Halbebene o > B jeden Wert an. 

Dem Beweis dieses Satzes wird der folgende, mit Benutzung des Satzes 1 
sehr leicht beweisbare Hilfssatz vorausgeschickt. 

Hilfssatz 3: Es seien die Voraussetzungen des Satzes 4" erfüllt, und es sei 
die komplexe Zahl a beliebig gegeben. Dann existiert eine reelle Zahl o, B derart, 
dass die Funktion © 

I 
fs) —a 
für o o, regulär ist, sowie, bei jedem o « e < 1, im Streifen 


One OR (Oo Be 


beschränkt ist, während sie auf der Geraden o — o, nicht beschränkt ist. 
Beweis: Aus der vorausgesetzten Divergenz der Reihe 


oo 
> Jan] € n9 


n=1 
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für o<B folgt zunächst, dass die Koeffizienten a, der Reihe (1) nicht sämtlich 
gleich o sind. Es darf daher offenbar beim Beweise a, --0o angenommen werden. 
Es habe, bei jedem festen o > B, das Gebiet G = G(o) die Bedeutung des § 1 (d. h. 
es sei G der Kreisring r<|z|< R bezw. der Kreis |z|< R). Es sind nunmehr 
zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die gegebene Zahl a verschieden von o 
oder gleich o ist. 

Halli. Qo. 


Es sei, für jedes o > 5, 


R= R(e)= Slanliestn2 


n=] 


gesetzt; die hier für c » B definierte Funktion R(c) ist dann bekanntlich, und 
wie sehr leicht zu beweisen, eine stetige Funktion, die mit wachsendem o stets 
abnimmt, und es ist 


lim R(o) —0; lim R{6) = c. 


0-4 o o=B 


Es folgt hieraus die Existenz einer reellen Zahl 6, > B derart, dass 
R(o,) = |a. 
ist. Dann ist, für 67 0, 


(s) —a| > Ja] —H(G)] 21a] — & (0) = R(o,)— R (0) > o; 


also ;—— für o >o, regulär. Ferner ist, bei jedem s» 0, die Funktion 


f{s) — a 
I 
f (s) — 


Streifen o, + e «60 «0, +1) beschränkt; denn es ist für o >o, + ¢€ 


in der Halbebene e»6,--s (also a fortiori, bei jedem o «ec rz, im 


If (s) —al2lal— 1 f(] 31a] — E (o) > R(o,) — R (o, + 9). 


Es ist dagegen ;,—— — auf der Geraden e — o, nicht beschränkt, denn es gehört 


f(s)—a 
ja nach $ 1, wegen R(o,)=|a|, der Wert a dem Gebiete G — G(o;) an, so dass 
f (o, + it) (— 9 «t«o) beliebig nahe an a herankommt. 
Ball2. a—0. 
Da, für alle o> B, R= R(o) positiv ist, ist in diesem Falle für kein o » B, 
R(o)—{|a|, und es muss daher die im Falle 1 verwendete Beweismethode hier 
etwas geändert werden. Es sei, für jedes o > B, 
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[ 
9, =7, (o) — |a,|e-^«— > ja. | €? 


n2 


gesetzt; die hier für 6 > D definierte Funktion r, (0) ist dann eine stetige Funk- 


tion, die bekanntlich für alle hinreichend grosse e positiv ist, und es ist 


lim r,(6) — — «. 
o=B 


Es folgt hieraus die Existenz einer reellen Zahl o, > B derart, dass 
(COR) te) 

ist, während, für 6 » o,, 
Ti (0) 20 

ist. Dann ist für e» o, 


o 
1/ GE» Jas 77 — S Jan] e) =r, (9) > 0, 


n=2 


4 : I TN. T A Kd 
also die Funktion ;,— —— — für 6» 6, regulär; ferner ist, für jedes o « « € r. 


NE) or Ks) 
die Funktion is im Streifen 6, +e<6<6,+1 (nicht aber in der ganzen 


Halbebene o > 6, + s) beschränkt; denn es ist in diesem Streifen 
1f (| 2: 06) 2m » o, 
wo m—m(e) das Minimum der stetigen Funktion r, (6) im Intervall 6, + € € 6 «6, 4- 1 


bedeutet, in welchem Intervall r,(6) » o ist. Dagegen ist die Funktion I auf 


f (s) 
der Geraden 6 =o, nicht beschrünkt; es ist nàmlich, wegen 
eo 
CN AIRNESS > jan &?»» — o, 
n=2 


in der unendlichen Reihe 


ob 
Xlasle7n7 


n-l 


kein Glied grösser als die Summe aller übrigen Glieder, so dass o dem Gebiete 
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G(o,) angehört, und es nimmt somit die Funktion f (o, + it) (— c» <t<») beliebig 
kleine Werte an. 

Es ist hiermit der Hilfssatz 3 bewiesen. 

Ich gehe nunmehr zum Beweise des Satzes 4? über. 

Es sei a eine beliebige komplexe Zahl, dann ist zu beweisen: es nimmt die 
Funktion f(s) für o > B den Wert a an. Es habe o, — o,(a) die Bedeutung des 
Hilfssatzes 3, also insbesondere: es ist /(s)--a für o>o,. Ich werde dann 
beweisen: es nimmt, sogar bei jedem s » o, die Funktion f(s) in der Halbebene 
7, —: den Wert a an.  Gesetzt, dies sei nicht der Fall, dann gäbe es eine 


o : I ; 
feste Zahl e» o, die ich <o,— B sowie < - annehmen darf, derart, dass f(s) in 
J 


der Halbebene o >o,—e verschieden von a wäre. Es bezeichne unter dieser 
Annahme F(s) einen beliebigen, für o > o,— e regulären Zweig der Funktion 


log (f(s) —a). 


Daun ist, im Streifen 0, —e<o<o,+1, R(F(s))! nach oben beschränkt, denn 


es ist in diesem Streifen 


9t (P (s)) = 9t (log (f(s) —a)) = log [f(s) —al< log [Salem + [al] < K,, 
n=1 


wo die positive Grösse K, (sowie in der Folge K,>o, K,>o,...) von s nicht 
abhängt. 
Ferner ist, auf der Geraden 6 =o, +e, W(F(s)) auch nach unten be- 


schränkt, d. h. es ist fiir o =o, + e 


denn es ist 





und, nach dem Hilfssatze 3, die Funktion für o =o, + e beschränkt. 


E 
Ga 
Nun hat aber Herr CanaTHÉODORY bewiesen: 
Es sei die analytische Funktion F(s) für |s—s,| €r regulär und A das 


Maximum vou 9t (F (s)) für |s—s,| Xr. Es sei o<o<r. Dann ist für |s—s,| Xe 


! R(z) bedeute stets den reellen Teil einer komplexen Zahl z. 


ho 
I 
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r+o 0 
| - +2 : 
qu 0 oO 


IR CF (s)) | € [CP (s,)) 


Wir wenden nun diesen ÜARATHEODORY’schen Satz an auf die Funktion 
F (s) — log (f (s) —a), 
den Punkt 
8,— 0, - e 4 dt (— e «€t « o) 
und die Zahlen 


r= 2, 


D 
| 
is 


Die Voraussetzungen des Satzes (d. h. insbesondere die Regularität von (s) 
für |s— s,| €r) sind offenbar erfüllt; denn es gehört ja der Kreis |s— s,| « 
dem Streifen e, —e € 6 € o, 4- 1 an. 

Ferner ist im Streifen 6, — e € 6 € 6, + 1, also a fortiori im Kreise | s — s,| <r, 


9 (P (s)) « Ky, 
d. h. es ist die Zahl A < K,, und aus 


R(F(s)) € Ky, — R(F(s)) € K, 
folgt 
I3 CF (s)) | € Ks, 


wo K, die gróssere der beiden positiven Zahlen K, und K, bedeutet. 





Der CanATHÉODORY'sche Satz ergibt alsdann für |s— s,| <o —e 


DCE = € = = = 
et Saggy E opa y= Ky 


IR (F ())| € K, 





Es wäre also insbesondere im Punkte s=o,+ it, der vom Punkte s, genau 
den Abstand o— e hat, 


I CP (s) |< K,, 
also a fortiori 
— € (F (o, +it)) < Ky. (—oc«t«»o) 
Die Funktion 


— p—R(F(s)) 





PARENT 
ne a 
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wäre also auf der Geraden 6 —0, beschränkt, im Gegensatze zu den Voraus- 
setzungen. 

Es muss also unsre Annahme f(s)--a für o 7 6, — e falsch gewesen sein. 

Damit ist der Satz 4* bewiesen. 

Dem Satze 4* schliesst sich der folgende Satz 4" an, der den Fall be- 
handelt, in dem die Reihe (r) auf der absoluten Konvergenzgeraden 6 — B absolut 
konvergiert. 

Satz 4^. Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhängiger Expo- 
nentenfolge für o » B absolut konvergent, für o < B dagegen nicht absolut konver- 
gent, und es sei a,--o. Dann liegen die Werte, welche f (s) in der Halbebene o > B 
annimmt, sämtlich im Innern (excl. Rand) des Kreises |z| X R, wo 

yu R(B) == v [a4] €7?«8 


n-l 


ist: und es nimmt die Funktion f(s) in der Halbebene o > B jeden Wert im In- 
nern des Kreises |z| X R, bezw. jeden Wert im Innern des Kreises |z| <R ausser 
den einzigen Wert o, an, je nachdem 


on 
|a, e7?|« Sarl e»? 


n=2 
bezw. 
co 
—AB|»W B 
a,e^P|» N la, lenin 
n=2 
ist. 


Die Ausfiihrung des Beweises dieses Satzes iiberlasse ich dem Leser, da er 
im Wesentlichen ganz wie der des Satzes 4* verläuft. 

Die beiden Sätze 4° und 4° behandelten den Fall, dass die absolute Kon- 
vergenzabszisse der Reihe (1) im Endlichen gelegen war. Es sei nunmehr der- 
jenige Fall betrachtet, in dem die Reihe (r) überall absolut konvergiert. Hier gilt 
der folgende 

Satz 4°. Es möge die Dirichletsche Reihe (x) mit linear unabhängiger Ex- 
ponentenfolge in der ganzen Ebene absolut konvergieren, und es mögen mindestens 
zwei der Koeffizienten der Reihe von o verschieden sein.‘ Dann nimmt die in der 
ganzen Ebene reguläre Funktion f(s) jeden Wert an. 





! Wenn die Koeffizienten der Reihe (1) sämtlich gleich o sind, nimmt die Funktion /(s) 
nur den Wert 0 an; wenn nur ein Koeffizient -|-O ist, nimmt f(s) jeden Wert ausser O an. 
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Der Beweis dieses Satzes verläuft wörtlich wie der Beweis des Satzes 4%, 
wenn nur in dem letzten B überall durch — co ersetzt wird. 

Schliesslich. will ich noch erwähnen, dass ich durch eine tiefergehende 
Untersuchung, auf die ich hier verzichte, das folgende allgemeine Resultat be- 
wiesen habe, aus welchem offenbar die obigen Sätze 4%, 4^ und 4° speziell abzu- 
leiten sind: Es ist die Menge M (o,) aller Werte, welche die Dirichletsche Reihe (1) 
mit linear unabhängiger Exponentenfolge in unendlicher Nähe! der im Innern des 
absoluten Konvergenzgebietes gelegenen vertikalen Geraden 6 — 0, annimmt, mit der 
Menge aller Zahlen, welche in der komplexen Ebene im Gebiete G(o,) (d. h. im Kreis- 
ringe r € |z| € R, bezw. im Kreise |z| € R) gelegen sind, identisch. 


§ 4. 


Satz 5. Es besitze die zur linear unabhängigen Ex ponentenfolge (2) gehörige 
Dirichletsche Reihe (x) ein absolutes Konvergenzgebiet, und es möge die durch die 
Reihe definierte Funktion f(s) für o > 9 regulär und beschränkt sein. Dann ist die 


Reihe (x) für o> absolut konvergent. 


Beweis: Es ist nach Voraussetzung eine reelle Zahl « derart vorhanden, dass 
(1) für e > « absolut konvergiert; da für f > « der Satz trivial ist, darf beim Be- 
weise 9 « « angenommen werden. 

Es ist ferner naeh Voraussetzung die Funktion f(s) für 6 > beschränkt, 
d. h. es gibt eine positive Zahl X derart, dass für o > j 

If] c K 

ist. à 
Es sei nunmehr d>o beliebig gegeben; dann lautet die Behauptung: es 
ist die Reihe 


LA: 


a, | e» 6*9» 


n=1 


konvergent. Es darf hierbei offenbar d < 1 angenommen werden. 
In der Umgebung von s— «+ 1 4 iT, wo T eine beliebige reelle Zahl be- 
deutet, mit einem Radius r = r(T) > «+ 1 — f gilt die Potenzreihenentwickelung 


f (s) = ye — (e _ ea f? (e rd iT); 





-0 





* Unter dem Ausdruck: es nimmt die Funktion f(s) den Wert z in unendlieher Nähe der 
Geraden o — e, an, ist zu verstehen: Bei jedem 2 » 0 nimmt die Funktion (s) im Streifen 
09,—0 < 6 < 69 + 06 den Wert z an. 
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denn es ist ja nach Voraussetzung die Funktion f(s) in der Halbebene o2 


regulär. 





Weil aber nach Voraussetzung, für |s 


If(s)|<K 


ist, so ergibt sich die Existenz einer Konstanten (d. h. einer von T unabhängigen 
Grösse) K, — K,(a, B, 0, K) derart, dass, für |s—(« + 1 - iT)| Xe - x —8— 6, 


(a+1+iT)|<a+1—§, 


v (s— (a ea)” . fim 7 
=, m! a eic 





ist. 
Hieraus folgt speziell im Punkte s — 9 + 8 + iT, der vom Punkte « + 1 + iT 
genau den Abstand « + 1— 9— 0 hat, die Ungleichung 





o NON . x 
Y (a a T E é 0) ( rm fim) (ce E yas in) < Ke (9) 
m=0 ® 





d. h., wenn ich für alle m=o, 1, 2,... 


[77] 


(— 1)" [eo (ce d. agre tT) e > An Am € ^n GMT) 


n=1 
einführe, 
a « " 
a+i—b—0)"| à . : 2b 
cr P-P N an am eatem n 
m =0 1 n=1 





Ich werde nunmehr zeigen, und dieser Nachweis ist der Kern des Beweises, 
dass man aus der für alle reellen 7 giltigen Ungleichung (9) die Konvergenz 
der Doppelreihe mit reellen nicht negativen Gliedern 





Ÿ (a+xr1—p—od)" & 


2 mi > la, [Am e» 0n 


m=0 n=1 


folgern kann, ja sogar beweisen kann: es ist 





| Es ist hier der folgende Satz angewendet: » Es sei 0 <7, < rs, und die durch die Potenz- 


E 
reihe > Amam dargestellte Funktion F(a) für |v|«r, regulär, sowie, für |o| «ro, | F(x)| < k; 


m=0 


Le +] 
dann gibt es eine Konstante ky =k, (ri, 2, k) derart, dass für |æ|<r, > | Am am | < ky ist.» 





m=0 

Die Richtigheit dieses Satzes ist unmittelbar einzusehen. Aus |F(a)|< k für [æ]<r2 folgt 
nämlich für alle i» — 0, 1, 2,... die Abschätzung | 4m| < k:r?*, und hieraus ergibt sich weiter 
für |x| «ri 

i2 22 m 

Ÿ Sfr 2 

m , — == = " 
Ad Amom|«k 2, (:) =k De ky q. e. d. 


m=0 m=0 
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v (e B) 
a m! Xil 


m -—0 n=1 


zm e ^n( +1) E K, 
n , 
wo K, die obige Konstante bedeutet. 
Gesetzt, dies sei nicht der Fall, dann würde ein ganzzahliges M derart 
? I o e 
existieren, dass 


M 
w(c«--r—9—ó Y 2 : 
v (e E Jus YS Jan|am ene = K,» K, 


m=0 n=1 


ware. Hieraus ergibt sich aber ein Widerspruch in folgender Weise. 
Es sei 
Ac 
ET (e. HUNE B— op" 


m! 
m=0 


gesetzt, und zu diesem e, was nach dem Satze 2° (vergl. Korollar dieses Satzes) 
möglich ist, die reelle Zahl {, so gewählt, dass für alle m =o, 1, 2,...M 


a 


X | An | Am e^ n(a*1) — | (— r)" fe? (ce JE Feat it) | «c 


n=1 


ist. Dann ergibt sich für dieses ¢, 





d (c nm e m AE pom v 
3! mt m! I( rq N (@ - r4 20)|— N m! Dilan 


m =0 denm n=1 


Jam em? nlatl) 





m! 
m=0 n=1 


M . oo 
(ad I —- BP — 6)” : ; : 
CEE nt ) | Y la, [Are inet — | (— x) fo» (« + x + it,)]| 





also a fortiori 


SUCER doe) 
- ^m! 





| (— xy» fe? (a + x + 2t)| 5 K,, 
m =0 
im Gegensatze zu der für alle reellen 7' giltigen Beziehung (9). 
Aus der somit bewiesenen Konvergenz der Doppelreihe mit reellen nicht 
negativen Gliedern 


» (a + 1 — p — 0)" w 


Eee TERRES jm p—i,(atl1) 
m! X lanl ay e 
m=0 ae 


folgt nunmebr die Konvergenz der durch Summationsvertauschung entstehenden 
Doppelreihe 
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er D 


) IS (er à)" 


U ; A 
> | An | € ^nt Zi mi athe 
n-l m=0 : 


d. h. die Konvergenz von 
en 00 
4 ; "Xl 
N —i,(a+1 Aat --9—0) — o— A. 14-0) 
N la,]e iyla+l) | gp (41-7 8—0) — DIE MON 


n-l 1-1 


Damit ist der Satz V bewiesen.! 


$:5- 


- 


Es ist in dem vorangehenden Paragraph bewiesen: Es besitze die Dirich- 
letsche Reihe (r) mit linear unabhängiger Exponentenfolge ein absolutes Kon- 
vergenzgebiet, und es möge die durch die Reihe definierte Funktion für o>? 
regulär und beschränkt sein; dann ist die Reihe (r) für o > 9 absolut konvergent. 

Ich werde nunmehr im folgenden Paragraph, d. h. im § 6, beweisen, dass 
in dem obigen Satze die Voraussetzung der Existenz einer absoluten Konver- 
genzhalbebene glatt weggelassen werden kann, oder vielmehr durch die (wie es 
in der Natur der Sache liegt, notwendige) Voraussetzung ersetzt werden kann: 
es besitze die Reihe (1) überhaupt ein Konvergenzgebiet. 

Wie der Leser bemerkt haben wird, stützte sich die Beweismethode des $ 4 
wesentlich auf die dort vorausgesetzte Existenz eines absoluten Konvergenzge- 
bietes. Ich wende daher im $6 eine ganz andere Beweismethode an, die übri- 
gens keinen Gebrauch von dem im $ 4 gewonnenen Resultate macht. 

In diesem Paragraph 5 erinnere ich an einen für den Beweis des Satzes in 
$6 wesentlichen Hilfssatz des Herrn PERRON. 





! Die oben verwendete Beweismethode, nämlich von der Tavromschen Reihenentwicke- 
lung der durch die Dirichletsche Reihe dargestellten Funktion auszugehen und dann nachher 
dureh. Summationsvertauschung einer Doppelreihe zu der Dirichletschen Reihe zurückzukehren, 
ist zuerst von Herrn Lawpau benutzt, der sie verwendet um den folgenden Satz über Dirich- 
letsche Reihen mit positiven Koeffizienten zu beweisen: »Es habe die Dirichletsche Reihe 


A 
> an €— ^3, wo stets an > O ist, die im Endlichen gelegene Konvergenzgerade o — A. Dann ist s — A 


ein singulürer Punkt der für o > A durch die Reihe definierten Funktion f(s)» Beim Beweise des 
Laxpau'schen Satzes war die Erlaubnis der Summationsvertauschung der dort vorkommenden 
Doppelreihe von vornherein klar, weil ihre Elemente sämtlich 20 waren. Beim obigen Be- 
weise des Textes dagegen, war es gerade die wesentlichste, und erst durch Heranziehen des 
recht tief liegenden Satzes 1 zu überwindende Schwierigkeit, die Erlaubnis dieser Summations- 
vertauschung der Doppelreihe zu beweisen. 
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Es ist bekanntlich, und mit Hilfe des Caucuy’schen Integralsatzes sehr 


leicht zu beweisen, für y > 0 


jio s 
I eus [y für y>o 
[eder m v 
270 | & lo für y «Xo, 
y-in 





wo das Integral rechts längs der vertikalen Geraden 6 —7 von y—i» bis 
y +i erstreckt ist. 
Herr PERRON hat, von dieser Formel ausgehend, bewiesen: Es besitze die 





Dirichletsche Reihe (1) ein Konvergenzgebiet, und es sei die Gerade 6 — y, wo 
y>o ist, im Innern des Konvergenzgebietes gelegen; es sei ferner x eine be- 


liebige reelle Zahl; dann ist 





Yo yd ioo 
T c ow Md I | I N (2—2)sd q 
D 53 8) a8 = Sal) B Art ADS A d» (« — An). 
q—io == io n=1 hea 


Durch Anwendung einer einfachen Variabelntransformation s — s'— s, lässt sich 
dieser PERRON’sche Satz auch so formulieren: 


Hilfssatz 4: Es besitze die Dirichletsche Reihe (x) ein Konvergenzgebiet, und 
es sei o=y im Innern dieses Konvergenzgebietes gelegen; es sei ferner s, eine kom- 
plexe Zahl, für die R(s,)<y ist, und es sei x eine reelle Zahl. Dann ist 





y+io 
T et (s—So) r : 
2 wi LES Î (s) ds UE > (a WE An) An e—?nso 
y—io In<e 


$ 6. 


Satz 6: Es besitze die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhängiger Ex- 
ponentenfolge ein Konvergenzgebiet, und es möge die durch die Reihe definierte Funk- 
tion f(s) für 0>P regulär und beschränkt sein. Dann ist (x) für 6 > absolut 
konvergent. 

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine Konstante A derart, dass für 
02D 

|f(s)|< Kk 
ist. 
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Es sei 0>0 beliebig gegeben; dann ist zu beweisen: Die Reihe (1) ist für 
g — B + Ó absolut konvergent. 

Ich bemerke zunächst, dass die Funktion f'(s) auf der Geraden 6 = 9 + 0 
beschränkt ist; denn es ist nach dem Cavocny'schen Satze, für jedes reelle t, 





fl 2] y » = E 7 
TS eto dt) | (s — (8 + 0 + it)? 


i 
€ 
wo das Integral rechts längs der Kreisperipherie C mit dem Mittelpunkte 9 + 6 + it 
und dem Radius 0 erstreckt ist; und hieraus ergibt sich sofort 


2x 


Iro 1 . MEL MA N e K ; 
If (8-9 i04 — | 3: 0d0.— Sui 
0 
wo K' von ¢ nicht abhängt. 
94iV EV Es sei nunmehr y>/ +0 eine reelle Zahl, die 


im Inneren des Konvergenzgebietes der Reihe (1) 

gelegen ist. Es sei 7 eine beliebige reelle Zahl, und 
gr es sei 9=ß+0d-+iT gesetzt. Es sei ferner x» 1 
eine feste positive Zahl. Dann ist nach dem Hilfs- 
| satze 4 des $ 5 . 





—| | y+io 


B 8-8 7 * gz(s—s) 
I € 0: 1 
== | er ju Uds = D> an (x — dn) ens, (ro) 
y—in Y Ap LR 


wo das Integral links längs der Geraden 6 — 7 er- 
streckt ist. 

B—iU[—— —— ——4dr-iU Wir wenden nunmehr den Cavcnuv'sehen Satz 
auf den Integranden 


e£ (S—S0) 


TS) 


CEA 


und das Rechteck 
[7 —2U, y c iV, B+iV, B—3U] 
an. Dann ergibt sich für alie hinreichend grosse U und V 


y+iV . p-iU B+iV y+iV 


vil F (s)ds + = = [ ees i | F(s)ds + xf(s,) + f'(8); (xx) 
vi „iu BU B+iV 


7 
u 





2 
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denn es ist die Funktion 


im Rechteck und auf dessen Begrenzung überall regulär bis auf den einzigen 
Punkt s — s,, wo sie einen Pol der zweiten Ordnung mit dem Residuum zf(s,)- f (5,) 
besitzt.! 

Lassen wir nunmehr in (11) U und V gegen o wachsen! Dann konvergiert 
das erste und dritte Integral rechts gegen o; denn es ist auf den beiden Strec- 
ken (y — iU, 8 — iU) und (8 - V, y - iV) 


colto) erG—( 2) | k 
Sim meg K= | muy 
T (ET 


(s =e 20 





eS 








wo k von t, d. h von U und V, nicht abhängt. 
Ferner konvergiert, nach (ro), die linke Seite von (rr) gegen 


Die, (a — Ap) €^ nv. 


In Xm 
Es folgt daher aus (11) 
P+in 
D ant — dn) em ins = ji] Pto + ef (8) + f (s). (12) 
An x X Bin 


Untersuchen wir zunächst das erste Glied auf der rechten Seite von (r2), und 
setzen wir die Variable s gleich + it, wo die reelle Variable { von — bis 
+ c läuft; dann ergibt sich 











Bio 2 
|? 1 e£ (8E it — (94-0 iT)) : 
9 4. at Sep eem 
2270 (s)d s = zi] grace oy ilt it) idt 
pio 
I ^ ex(—d+i(t—T)) 
E ea EM EH $n " 
zi] C3 Ty: 1 it) dt 
also 


! Die Formel (11) gilt, wie unmittelbar zu ersehen, auch in den beiden speziellen Fällen 
f(s0) = 0, f'(s)==0, bezw. f(s)= 0, f' (sy) =0, wo die Funktion F(s) im Punkte s, einen Pol der 
ersten Ordnung, bezw. eine reguläre Stelle besitzt. 
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Bic oo eo 
I E I (" dt K On 
— ‘ À )—1mr0 K = ed E = — K —Cró d ; 
Es | nda <2x° Jó!c-(t—T)? 2x rec e < K, 
B—io one —o 


wo K,>o (sowie in der Folge K,, K,, K,,...) von T und x(> 1) unabhängig ist. 
Ferner ist 


x fs) + Fo) SER + Rake) EEK. 
Es ergibt sich daher aus (12) 


\ ^ r r r 
| > An € ns (x — À») | UK E TRE TK: 
bn ST 


Es ist somit für alle reellen 7 bewiesen, dass 


| > An (x = An) | Ec K, (13) 
An & 2 


ist, wo K, von T und x(> 1) nicht abhängt. 
Wir wählen nunmehr, bei festem xr, ein reelles ¢, derart, dass 


> | an | (x = An) e—*nl(8+0) — | > An (x = hn) € ^n toit) «cT (14) 
An Kc Ansa 


ist. Eine solche Wahl ist nach dem Satze 2^ des $ 2 móglich; man hat ihr nur 
auf die für o — ? + à absolut konvergente Dirichletsche Reihe 


eo 
N by €-)n* 


n-l 
anzuwenden, wo 


LZ (x — An) für An «x 
On rs 
| 0 kurs, > 
ist. 
Aus (13) und (14), wenn in der ersten Ungleichung 7 speziell gleich t, ge- 


setzt wird, ergibt sich nun weiter 


D lan (8 — dn) £—0*9 < eK, +1<2(K,+1)<2 Ky, 


y Ca 
Anse 


also a fortiori 
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A 1 7 ^ r 
> Jan | e?» 9*9 (y — 44) « x K,, 
Ag > 
EY ; > X » 
> lan | e?» 6*9? C) cq, 


- 


^ T 
in 5 


x \ 3 y = 
= —}n (B+ 
= lan |e Fr) «€ x K, 


io 
An& 9 


\! 4 ] 5 r r 
> [an [eqn « 2 K, — K;, 


4 T 
Aj 2 


wo K, von x unabhängig ist. Dies gilt für jedes x » r. Es ist folglich die Reihe 
mit reellen nicht negativen Gliedern 


oo 
> | An | Co Su 
n-l 


konvergent. Damit ist der Satz 6 bewiesen. 
Es lässt sich nunmehr der Beweis des in der Einleitung erwähnten Haupt- 
satzes in wenigen Worten führen. 


Hauptsatz: Es besitze die Dirichletsche Reihe (x) mit linear unabhängiger Ex- 
ponentenfolge ein Konvergenzgebiet. Dann ist es eine für die absolute Konvergenz 
der Reihe (x) für o 7 8 notwendige und hinreichende Bedingung, dass die durch die 
Reihe definierte Funktion f(s) für o > regulär und beschränkt ist. 


Beweis. 1.) Die Bedingung ist notwendig; denn aus der absoluten Kon- 
vergenz der Reihe (1) für e >? folgt erstens die Regularität von f(s) für o>); 
ferner ist, der für e » giltigen Ungleichung 


oo 
GIE Xl, de 


n=1 


zufolge, f(s) in der Halbebene 6 > ? beschränkt. 

2.) Die Bedingung ist aber auch hinreichend; denn es sei f(s) für o>), 
also a fortiori, bei jedem s» 0, für 6 7 ? +e, regulär und beschränkt; dann ist, 
nach dem Satze 6, die Dirichletsche Reihe (1) für o>@+e, d.h. für o » f, 
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absolut konvergent. Es ist aber die Reihe (r) auch für e — 9 absolut konver- 
gent, denn wenn dies nicht der Fall wäre, dann würde nach dem Satze 3 des 
$2 folgen: »es ist f(s) für o » nicht beschränkt,» im Gegensatze zu den Voraus- 
setzungen. 

Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 

Wie unmittelbar einzusehen, lüsst sich der Hauptsatz auch folgendermassen 
formulieren: | 

Es besilze die Reihe (x) mit linear unabhängiger Exponentenfolge ein Konver- 
genzgebiet; dann sind drei Fälle zu unterscheiden: 

Fall 1. Es sei für kein reelles 6, die Funktion f(s) für o > o, regulär und 
beschránkt; dann ist die Reihe (x) nirgends absolut konvergent. 

Fall 2. Es sei für jedes reelle 6, die Funktion f(s) in der Halbebene o > o, 
regulär und beschrankt; dann ist die Reihe (x) überall absolut konvergent. 

Fall 3. Es mögen zwei Zahlen 6, und 6, derart existieren, dass f(s) in der 
Halbebene o>o, regulär und beschränkt ist, dagegen in der Halbebene o > 6, nicht 
sowohl regulär als auch beschränkt ist, und es bezeichne unter dieser Annahme B 
diejenige reelle Zahl, für welche, bei jedem s 0, f(s) in der Halbebene o > B + e 
regulär und beschränkt ist, dagegen in der Halbebene 6 > B — e nicht regulär und 
beschränkt ist. Dann ist B die absolute Konvergenzabszisse der Reihe (x). Ferner 
ist (1) auf der absoluten Konvergenzgeraden o = B absolut konvergent oder nicht, je 
nachdem f(s) in der ganzen Halbebene o > B (nicht etwa in der Halbebene o > B-4- c) 
beschränkt ist oder nicht. 


In nicht ganz präziser Ausdrucksweise lässt sich der Hauptsatz auch so 
formulieren: Eine Dirichletsche Reihe mit linear unabhängiger Exponentenfolge 
ist stets so weit und nur so weit absolut konvergent, als die durch die Reihe 
dargestellte Funktion regulär und beschränkt bleibt. 


$7- 


In dem Hauptsatze, sowie in allen Sätzen der Paragraphen 1, 2, 3, 4 und 
6, ist die Exponentenfolge der (und nur der) Bedingung unterworfen, dass ihre 
Elemente linear unabhängig sein sollen. Diese Bedingung wurde in $ 1 einge- 
führt, um den KRoNECKER’schen Satz über Diophantische Approximationen auf 
ansren Problemkreis verwenden zu können. Die Einführung jenes KRONECKER’- 
schen Satzes gestattete uns in $ ı den Satz 1 zu beweisen, welcher letzte Satz 
gewissermassen die Grundlage der in dieser Abhandlung dargestellten Theorie 
bildet. Es fragt sich aber nunmehr, ob diese arithmetische Bedingung, welche 
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der Exponentenfolge auferlegt ist, nur für die von uns verwendete Beweisme- 
thode notwendig ist, oder aber ob sie eine für die Sätze selbst (in erster Linie 
für den Hauptsatz) wesentliche Bedingung ist, d. h. ob die Sütze noch bestehen 
bleiben, wenn in denselben die einschränkende Bedingung für die Exponenten- 
folge weggelassen wird. 

Ich werde nunmehr in diesem letzten Paragraph beweisen, dass dies letzte 
nicht der Fall ist, d. h. dass die arithmetische Bedingung der Exponentenfolge in 
der Tat eine für die Probleme selbst wesentliche Bedingung ist. Der Kürze halber 
-werde ich mich nur mit dem Hauptsatze sowie mit dem Satze 4* des $ 3 be- 
schäftigen. 

Es sei zunächst der Satz 4^ ins Auge gefasst. 

Dieser Satz sagt aus: Es nimmt eine Dirichletsche Reihe mit linear unab- 
hängiger Exponentenfolge, die für o > B absolut konvergiert, für 6 — B dagegen 
nicht absolut konvergiert, in der Halbebene 6 > B jeden Wert an. 

Dass dieser Satz nicht allgemein besteht, wenn die arithmetische Bedingung 
für die Exponentenfolge weggelassen wird, folgt unmittelbar durch Betrachtung 
der folgenden speziellen, zur linear nicht unabhängigen Exponentenfolge 2, — » 
gehörigen, für c » o absolut konvergenten, für 6 =o dagegen nicht absolut kon- 
vergenten Dirichletschen Reihe 


d d 


Tema sen] 





€ 


1 Re : Gad : M 
Es nimmt ja die Funktion um, PH der Halbebene 6 > 0 z. B. keinen Wert im 
E I TS x 
Kreise |z + 1|< „am; denn es ist für 9o, d. h. für |e-*|« rz, 


T 
T—e 


I I 
TELS 2 








e 3 
it — 
1¢— (Fo 








Ein anderes Beispiel bildet die zur linear nicht unabhingigen Exponentenfolge 
An — log n gehörige Dirichletsche Reihe 


oo o 
als) 2 = de —log n. s 
=] n=1 


E . . . he . EU nae 
wo £(s) die Rremann’sche Zetafunktion bedeutet; es ist nämlich iss für o »1 
[ 


absolut konvergent, dagegen für c =x nicht absolut konvergent, während be- 
kanntlich für 6 » 1 
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5 (s)--o 
ist.! 

Wir wenden uns nunmehr zum Hauptsatze. 

Es handelt sich hier vor allem darum, die Existenz einer solchen Dirich- 
letschen Reihe (die selbstverständlich zu einer linear nicht unabhängigen Expo- 
nentenfolge gehören muss) zu beweisen, dass die durch die Reihe definierte Funk- 
tion für > o? regulär und beschränkt ist, ohne dass die Reihe jedoch für o > o 
absolut konvergiert. 

Zu diesem Zwecke entnehme ich aus der Theorie der Potenzreihen den fol- 
genden 

Existenzsatz 1: Es existiert eine für |v| € x absolut konvergente, für |x| — x 
nicht absolut konvergente, Potenzreihe 


F(a) = M b, a^ 


n=1 


derart, dass die Funktion F (x) im Innern des Einheitskreises beschränkt ist, d. h. 
derart, dass es eine solche Konstante K gibt, dass, für |x|<1x, 


|F (x)|« K 
ist. . 


Ich betrachte nunmehr die für Je~*]|<1, d. h. für c » o, absolut konver- 
gente Dirichletsche Reihe 


i(s) = Mb, es = DB b, (e-5 = F (e79), 
n=1 n-1 


wo die Gróssen b, die Koeffizienten der im obigen Existenzsatze vorkommen- 








1 Dagegen nimmt, wie ich vor kurzem bewiesen habe (» Uber das Verhalten von £ (s) in der 
Halbebene o > 1», Göttinger Nachrichten, 1911), die Funktion £(s) in der Halbebene c > 1 jeden 
Wert ausser den einzigen Wert o an. Da hier von der Zetafunktion die Rede ist, bemerke 
ich beilüufig, dass aus dem Satze 4? des § 3 unmittelbar folgt, dass die beiden Dirichletschen 
Reihen 


IL ee NNIODIDE ee per: 
Dr und Pap cer Dio Si Tasso) 


welche mit der Zetafunktion in naher Verbindung steht, in der Halbebene o > 1 jeden Wert an- 
nimmt; denn es ist die Exponentenfolge log p linear unabhingig, und es sind die beiden obi- 
gen Reihen für e > 1 absolut konvergent, für c — 1 dagegen nicht absolut konvergent. 

? An Stelle von o kónnte natürlich hier und im folgenden jede andere reelle Zahl 
stehen. 
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den Potenzreihe sind. Die durch diese Dirichletsche Reihe definierte Funktion 
f(s)  F(e—) ist alsdann, dem Existenzsatze zufolge, für |e-*|- r, d. h. für 
o>o, regulär und beschränkt; es ist aber die Dirichletsche Reihe 


oo 
EY 
IUE 


n-l 


für c» o doch nicht absolut konvergent (sondern nur für 6 » 0); denn es ist, 
für o — o, die unendliche Reihe 


PAX er. 9— > a 
n=1 | 
divergent. 

Es ist durch dieses Beispiel gezeigt, dass in dem Hauptsatze die Voraus- 
setzung der linearen Unabhängigkeit der Exponentenfolge nicht weggelassen 
werden kann. Es fragt sich aber weiter, und dies ist durch das Vorhergehende 
noch nicht erledigt, ob nicht doch für alle (d. h. zu einer beliebigen, linear un- 
abhängigen oder nicht unabhängigen Exponentenfolge gehörigen) Dirichletschen 
Reihen, die ein Konvergenzgebiet besitzen, aus der vorausgesetzten Regularität 
und Beschränktheit für o > o, der durch die Reihe definierten Funktion, die absolute 
Konvergenz der Reihe wenigstens für 6 » o, folgt. (Es ist durch das obige Beispiel 
nur bewiesen: es folgt nicht die absolute Konvergenz der Reihe für o > o,). 

Dass dies aber nicht der Fall ist, werde ich nunmehr durch den folgenden 
Satz beweisen. 

Satz A: Es existiert, zu jedem ko, eine Dirichletsche Reihe mit den beiden 
folgenden Eigenschaften : 

1.) Die Reihe ist für o>k absolut konvergent, für c =k dagegen nicht ab- 
solut konvergent. 

2.) Die durch die Reihe definierte Funktion ist für o 0 regulär und be- 
schrankt.* 

Dem Beweis dieses Satzes wird der folgende sehr leicht beweisbare Hilfs- 
satz vorausgeschickt. 

Hilfssatz: Hs sei auf der reellen Achse eine abzählbare Menge von Intervallen 
1,5 Lyc. Um... beliebig gegeben. Dann existiert eine reelle Zahlenfolge 0,,0,,.-, Om,.-- 
derart, dass erstens, für alle m=1, 2,..., die Zahl bm dem Intervalle im zugehört, 
und dass zweitens, fiir kein ganzzahliges positives M, eine Relation der Form 





! Es kann natürlich, dem Hauptsatze zufolge, die Exponentenfolge der Reihe hierbei linear 
nicht unabhiingig sein. 
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Jo 3519005155950; en gu Ou = 0 


in ganzen nicht sämtlich verschwindenden Zahlen gy, gi, ..., gat besteht. 
Beweis: Ich wähle zunächst 0, im Intervalle 7, derart, dass keine Relation 


der Form 
go + di à, zm 


besteht, d. h. ich wähle eine irrationale Zahl 9, im Intervalle ?,. Nachdem 6, 
festgelegt ist, wähle ich nunmehr eine Zahl 0, im Intervalle 7, derart, dass keine 


Relation der Form 


Jo + 919, + 920, = 0 


besteht. Eine solche Wahl ist offenbar möglich, denn die sämtlichen Zahlen à, 
die eine Relation der Form - 


Jo + 9,0, + 202 — 0 
(wobei eo ipso g,--0 sein muss) genügen, d. h. die Zahlen ö', der. Form 
da — ry + 7, 0 


wo r, und r, zwei rationale Zahlen bedeuten, bilden bekanntlich eine abzáhlbare 
Menge, wührend ja die sámtlichen Zahlen im Intervalle i, eine unendliche nicht 
abzählbare Menge bilden. Wir setzen nunmehr die obige Methode fort, bestim- 
men, nachdem 0, und 0, festgelegt sind, eine Zahl 0, im Interwalle 7, derart, 
dass keine Relation der Form 


Jo + 919, + 202 + 9,03 — 0 
besteht, u. s. w. 
Die Möglichkeit dieser sukzessiven Bestimmungen ergibt sich unmittelbar 
durch Induktion, wenn man sich daran errinnert, dass bei jedem festen m, die 
Zahlen der Form 


3 PES 1 \ 
dm — To QE T, Ó, posee Trl nidis 


wo d,, 0,,..., Om feste Zahlen sind, während #,, r,,..., 75,1 beliebige rationale 
Zahlen bedeuten, eine abzählbare Menge bilden. 

Die somit erhaltene unendliche Zahlenfolge d,, 0,,..., Om; ... erfüllt offen- 
bar die Bedingungen des Hilfssatzes; damit ist dieser Satz bewiesen. 

Wir gehen nunmehr zum Beweise des Satzes A über. 

Es sei also die Zahl k >o gegeben. 
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Es habe 
El) > Our 
n-l 


die Bedeutung des obigen Existenzsatzes 1, und es sei wie vorher 


f(s) - F(e3)— > Dents 


n-l 


gesetzt. Dann ist die zur Exponentenfolge 4, — » gehórige Dirichletsche Reihe 


wo 
f(s) - > Dr ens 
n=1 
für o >o absolut konvergent, für c — o dagegen nicht absolut konvergent. 
Aus der Divergenz der Reihe 


PALA 


n=1 


folgt bekanntlich für zu o abnehmendes 6 


o0 
im > ballet); 
gt n-l 


ferner ist 


o 


H y 
lim > dr. [ez no 0; 
xn n=1 


Hieraus folgt unmittelbar die Existenz einer unendlichen Folge von posi- 
tiven, d. h. auf dem positiven Teil der reellen Achse gelegenen, Intervallen 
di, 45, ..., im,... derart, dass für jede Zahl y, die dem Intervall +, angehört, 


oo 
e(l+k)m < > 16, | e-nky «do gat k)m 
" n-l 
ist. 
Es sei nunmehr, was nach dem obigen Hilfssatze möglich ist, die reelle 
Zahlenfolge d,, 0,,..., Om,.-- so gewählt, dass, für alle m — 1, 2,..., die Zahl 


, 


Om dem Interwalle i„ angehört, während für kein M eine Relation der Form 


go 9101 + - 9uÓu—0 


in ganzen nicht sämtlich verschwindenden Zahlen g,, g;,..., gar besteht. Dann 
ist für alle m — r, 2,... 


oo 
e(l+k)m Æ > | bz | g7nÓm.k <2 e!+k)m , 
n-l 
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und es erfüllen die positiven Zahlen 0,, 0,,..., Om,... hierbei eo ipso die Be- 
dingung 


lim 0, — 0: 
m= an 


Es sei nunmehr, für alle m=1, 2, 3,... 


Im (s) m (s Om) = > b,, £^ "Óg s 


n-l 


gesetzt. Es gehört also die für 60,7 0, d. h. für 6 o, absolut konvergente Dirich- 
letsche Reihe f„(s) zur linear nicht unabhängiger Exponentenfolge 0m, 20m, 305 ,... 
Hierbei ist, für 6 >0, fm(s)=f(sdm) regulär, und es ist für c >0 


^ 


|/5 (s)| « K. 
Ich setze nunmehr 
oo eo oo 
1 \ 
g (s) VM > em es fu (s) == > > (bn e-m) g-Qnnóg)s | 
m=1 m=ln=] 


Wegen der für c » o giltigen Ungleichung 


|e-" esf, (s)| cec" x. K 


ist die Reihe 


g (s) — D em eat. (s) 


m=1 


für c» o gleichmässig konvergent. Es folgt hieraus, da ja die einzelnen Glieder 
der Reihe, d. h. die Grössen e”e-”sf,,(s) für c > o regulär sind, dass g(s) eine 
für o>o reguläre analytische Funktion ist. Ferner ist, für 6 0, g(s) be- 
schränkt; denn es ist für 6» 0 


lg (3) € Zen MM TU 


m-l 


wo K, von s nicht abhängt. 
Es sei nunmehr die Doppelreihe 


o» oo 
> Da (bn (Gi) g-mnnóy)s 


m=1 n=1 
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durch Umordnung ihrer Glieder in eine Dirichletsche Reihe 


y à 


r=1 
formell verwandelt, d. h. es sei die Doppelfolge 


m+ nom (PRE RUIT 2: 3e.) 


in eine Einzelfolge 


OMA N UU (lim 7, — ©) 
T= oOo 
umgeordnet; dies ist offenbar möglich, denn es sind erstens die Grössen m + nd 
sämtlich >o (sogar > r), zweitens ist, nach der obigen Bestimmung der Zahlen- 


folge d,, d,,... 0m-.., eine Relation 
M + n' On =m" + n" Ome 
d. h. eine Relation 
(m/ — m") + n," —n" Om = 0 


nur dann vorhanden, wenn '-— m", n —mn" ist, und drittens sind offenbar, 


bei jedem E »0, nur endlich viele Elemente der Doppelfolge m + nd, kleiner 
als E. 


Ich behaupte nunmehr: es ist die Dirichletsche Reihe 


oo 
> Cr er s 


r=1 


für c » k absolut konvergent und gleich g(s); dies ist offenbar bewiesen, wenn 
ich nachgewiesen habe: es ist für c » k die Doppelreihe mit reellen nicht nega- 
tiven Gliedern 


oo m 
A > | bn | em g^ mn nóy)o 


m=1n=1 


konvergent, d. h. es ist, bei jedem ¢> 0, die Doppelreihe 


o 
Y 
—m p—(MEN Sy Mle 
den le m e—(M4N 0, e) 
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konvergent. Dies ist tatsächlich der Fall und folgt unmittelbar daraus, dass, 
furillecm -—1:5 2553, 


œ 


oo 
> | By |e em nog) Ge) = emo > | b, | e» tn 


n=1 n=1 


o 
< em (k+ite) 2 ls | e rom k < gm) .2 gn) «2 e-Mme 


n=1 


ist, während ja die Reihe 


für jedes s > o konvergiert. 


5 
e. . "ul 1 . . 
Ich werde nunmehr beweisen: es ist bts ers für 6 =k nicht absolut kon- 
r=l 


vergent, oder was offenbar auf dasselbe herauskommt: es ist die Doppelreihe 


OD: CO oo oo 
Y Y D À # 
2i > | b, | em gn nog) == Dez (1+%) b | b, | g-nógmk 


m=1n=1 m=1 n-l 
. 


divergent. Dass dies letzte der Fall ist, folgt aber unmittelbar daraus, dass, 


wegen 


no 
P | bn | emit > emU+h) | 


n=1 


fur alle: m= 152595 


& 
DN : . : 
g-mork) . > | bs | 7" 9m* > e-mti+R) , emet > y 
n-l 
ist. 


Es ist also die Dirichletsche Reihe 


g{s)= Aare: 


r=1 


für o>k absolut konvergent, für c — k dagegen nicht absolut konvergent, wäh- 
rend die durch die Reihe definierte Funktion g(s) für e» o regulär und be- 
schränkt ist. 
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Damit ist der Satz A bewiesen. 

Aus dem vorangehenden Satze A folgt speziell, dass keine feste positive 
Zahl £ derart existiert, dass allgemein aus der vorausgesetzten Regularität und 
Beschränktheit für o» o der durch eine Dirichletsche Reihe definierten Funktion 
die absolute Konvergenz der Reihe für o >% folgt. 

Ich werde nunmehr den folgenden Satz B beweisen; damit sind alsdann die 
sämtlichen mit dem Hauptsatze in Zusammenhang stehenden Existenzfragen 
völlig erledigt. 


Satz B. Es existiert eine in einer gewissen Halbebene konvergente Dirichlet- 
sche Reihe (1) derart, dass die durch die Reihe dargestellte Funktion für 6 0 
regulär und beschränkt ist, während die Reihe jedoch nirgends absolut konvergiert. 


Zum Beweise dieses Satzes entnehme ich aus der Theorie der Potenzreihen 
den folgenden Existenzsatz 2, der etwas mehr aussagt als der früher benutzte. 

Existenzsatz 2. Es existiert eine für |v| « x absolut konvergente, für |x|— 1 
nicht absolut konvergente Potenzreihe 


Aula) Deer, 
n-l 


derart, dass für alle |x|< x und alle ganzzahligen N > 1 


Ÿ 
DU un ics 


n-l 


ist, wo K eine von v und N unabhängige, positive Zahl bedeutet. Hieraus folgt 
speziell, dass, für |v| « x, | P (x)| € K ist. 


Es mógen im folgenden die Gróssen 5, die Bedeutung dieses letzten Exi- 
stenzsatzes haben. 

Ich bestimme nunmehr, auf ganz dieselbe Weise wie beim Beweise des 
Satzes A, eine Folge von positiven Zahlen 0,, 0,,..., 0»,... derart, dass erstens, 
fur alle m 5,8251 -5 


oo 
> | bn | dm . m > gm m? 


n=1 


ist, und dass zweitens fiir kein ganzzahliges M eine Relation der Form 


Jo + Hd +: +gu0u=o 
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in ganzen nicht sämtlich verschwindenden Grössen g,, g,,..., gar besteht. Fer- 


ner setze ich wie vorher, für 6 >o, 


fra (s) — > b, Em: 5, 
1 


co 
n= 


Dann ist offenbar, wegen |/m(s)|< A für o>0, die Reihe 


g (s) =— > e-m gms (s) 


m-1 


für o>o konvergent und stellt eine für c » o reguläre und beschränkte Funk- 
tion g(s) dar. 
Es sei nunmehr, ganz wie beim Beweise des Satzes A, die Doppelreihe 


a PA ao oc 
Y NJ RV EN 
)—m p— 9—nhÓ,,$ — 2— — dom) s 
v em g—ms N b,e-n)ms = N N (bn em) e (m+ nóy,)s 
m= 1 n=1 m-—1mn-1 


durch Umordnung ihrer Glieder in eine Dirichletsche Reihe 


co 


N C, 6^ rs « 
EI 
r=1 
formell verwandelt. 
Dann ist zunächst diese Dirichletsche Reihe, oder, was auf dasselbe heraus- 
kommt, die obige Doppelreihe, nirgends absolut konvergent, d. h. es ist bei 
jedem festen 6, die Doppelreihe mit positiven Gliedern 


0o 


co 
al A] 

Nv EM e— m os N | b, | £g 6o 

PE = 


m=1 n-l 


divergent; dies ergibt sich unmittelbar daraus, dass für alle m > o, 


op eon 
1 \ 5 
N |b, | Em + % > by | D | EN MS gm m 


n=1 n=1 


ist, also für alle m > 6, 


om 
£7 e—moo >] bn | £7 "mo > e-meg-mo,. emt mx gm (m—o) AR 


n-l 


ist. 
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die Dirichlet- 


Où 


Ich werde nunmehr beweisen: es ist, sogar für jedes o 


sche Reihe 


konvergent und gleich g(s). 
Ich bemerke zunächst, dass offenbar, bei jedem ganzzahligen R>o, die 


endliche Summe 
R o Nm ob Nin 
Et At Y \! ; U N 
> €, Ow Ars = > N (by e-m) e— (m *n dy) s— N e_m e—ms N b, € 9m* 
r=1 m=l1n=1 m= n=1 


ist, wo die Zahlen N,, = N,,(R) ganze Zahlen >o sind, die übrigens von einer 
gewissen Stelle an, d. h. für m » m, — m,(R), alle =o sind;! hierbei ist ferner, 
bei jedem festen m, lim N,, — c. 


R=o 


Hieraus ergibt sich aber leicht die Behauptung: es ist für 6» o 


Es sei 6, > o und s, — 6, + it, eine feste Zahl; es sei ferner & > o beliebig gegeben. 


Ich bestimme alsdann zunächst eine ganze Zahl M > r derart, dass 


oo € 

Ny „m 

7 € = 3 K 
m=M+1 


ist, wo K die Konstante des Existenzsatzes 2 bedeutet. 
Nachdem M festgelegt ist, bestimme ich nunmehr eine ganze Zahl N » 1 


derart, dass für alle m — 1, 2,....M und n'>N 
— n bm So er 
> b, e < 3M 


n=n'+1 


ist, und zu diesem N bestimme ich schliesslich eine ganze Zahl À, > 71 derart, 


dass für R> E, und alle m—1,2,....M 


Ne, (Rh) TN 





0 
! Unter D'un ist O zu verstehen. 


n=1 
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ist. Eine solehe Wahl von À, ist móglich wegen der bei festem m giltigen Re- 


lation: lim N„(R)=». 
R=» i x 


Dann behaupte ich: es ist für alle R> R, 


R 
Y : 
2 Cr €—^r* — g(s)| € e. 


r=1 


Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich folgendermassen: Es ist für Rk > R, 


R Nm 





L oo oo 
1 r XJ \ 1 
DEAE — — = —nó — — —n bmp § 
> Cr € So — g (so) — N e—™ g—m s, > b, En So — en g— m so > be N Om So 
r=1 m=] n-l m=1 n=1 
M oo a Nin @ a 
Y \ Y Y 
= A em > b, £7 mo E 24 em > b» em So | + > em > b; £ qi So 
m-1 n-Ng*1 m=M +1 n=1 m=M+1 n=1 


Nun ist aber dem Existenzsatz 2 zufolge 


Nm co 

s r \ - 
> bn eröms | < K ; Dee em So «I : 
n=1 n=1 


Es ergibt sich somit für R> Rk, 


R M oo 

à j \ € SI x , € € 

D cr 677^ — g(s) « Dee 4-2 > Carr <M. 74 + 2K =e. 
= A 34 E: S 3 
r=1 m=1 m= M+1 


Es ist hiermit die Behauptung: 


R 

. 4 4 

lim > Cr earn? — gs) 
m r=1 


für alle o » o bewiesen. 


E 
Die Dirichletsche Reihe > €,€—r3 erfüllt somit die sämtlichen Bedin- 
r=1 
gungen des Satzes B. 
Damit ist dieser Satz bewiesen. 
Kopenhagen, den 1 Dezember 1911. 





CONTRIBUTION À L'ÉTUDE DES LIGNES CANTORIENNES. 


Pan 
M. L. ZORETTI 


à CAEN. 


1. Dans l'étude de la notion de continu, on peut se placer à deux points 
de vue bien différents. C'est le point de vue arithmétique pur qui a été surtout 
étudié. Il était en effet indispensable de baser uniquement sur la notion de nombre 
entier les définitions et propriétés dont on fait usage en analyse. Jusqu'à une 
époque toute récente, on avait fait en analyse un abus qui n'était pas sans 
danger, de l'intuition géométrique; et la revision approfondue des principes par 
PavurL pu Bois REYMOND, G. Cantor, JORDAN a eu le grand avantage d'asseoir 
définitivement sur des bases arithmétiques l'édifice analytique. 

Un point de vue tout différent est le point de vue géométrique pur. On 
verra dans la suite de ce mémoire dans quelle mesure les travaux de CANTOR 
et JoRDAN peuvent être considérés comme des recherches de géométrie. Mais 
il importe surtout de bien poser la question. M. Enriquss! distingue la géo- 
métrie élémentaire, la géométrie projective, la géométrie métrique et enfin l'ana- 
lysis situs. Et c'est dans cette derniére branche de la géométrie que l'on étudie 
les propriétés générales de la ligne. C'est justement cette théorie générale de 
la ligne que l'on peut actuellement considérer comme à peine existante, et c'est 
elle qui fait l'objet de ce mémoire. 

2. Je ne veux pas entreprendre ici une étude historique que l'on trouvera 
par exemple dans un article de l'Encyclopédie J. Mork (Sur la notion de ligne, 
par von Maxcozpr et L. ZoRETTI) Je me bornerai à quelques remarques pré- 
liminaires. 


! Encyelopédie des sciences mathématiques. Article sur les fondements de la géométrie. 
3 P 1 
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Si l’on ouvre un traité classique de géométrie, on est frappé de ce fait que 
l’auteur, qui choisit en général avec le plus grand soin ses définitions et les 
développe d’après les règles de la logique, fait une exception pour la définition 
de la ligne. On ne peut en effet prendre pour une vraie définition, les con- 
ceptions de surface sans largeur, de trajectoire d'un point, de frontiére d'une 
surface, généralement invoquées. Or il y a des rapports nécessaires entre les 
géométries ordinaires et l'analysis situs; et si l'on ne veut pas, ce qui serait 
lattitude la plus logique mais la moins satisfaisante, s'interdire d'une facon ab- 
solue de prononcer le mot »ligne» en géométrie élémentaire, il faut alors établir 
comment l'introduction de ce mot se légitime méme avant l'élaboration d'une 
théorie compléte de la ligne. 

Le plus simple est sans doute de ranger la notion de ligne parmi les in- 
tuitions a priori. Mais la difficulté n'est pas absolument résolue pour cela. 
En effet, quand on dira qu'une droite, une circonférence sont des lignes, ce sera 
par définition qu'il en sera ainsi; en d'autres termes on se bornera à définir des 
lignes particulières, à dresser le catalogue des êtres géométriques qui sont des 
lignes; mais la difficulté est de démontrer, ou méme d'énoncer à chaque fois des 
propriétés de ces étres. Par exemple, si l'on veut établir qu'une circonférence 
de cercle partage le plan en deux régions, il faudra entre autres propriétés 
entendre par là que toute ligne allant de l'intérieur à l'extérieur rencontre la 
circonférence; et on voit qu'on n'évite pas ainsi le mot ligne employé en général, 
d’où la nécessité, en l'absence de théorie générale, d'un nouvel appel à Vintui- 
tion. On pourrait essayer de se restreindre en ne considérant que des lignes 
formées de segments de droite; mais quiconque est familiarisé avec les paradoxes 
que l'on rencontre dans la théorie des ensembles de points, notamment avec 
l'existence d'ensembles parfaits discontinus qui ont des points sur toute droite, 
reconnaitra sans peine combien cela serait insuffisant. 

On voit done combien il est nécessaire de définir la ligne en général, de dé- 
montrer des propriétés générales de la ligne ou de certaines lignes, de dégager en 
d'autres termes les axiomes de l'analysis situs et d'étudier ses rapports avec les 
autres branches de la géométrie. 

Je crois que des explications qui précédent, il découlera. d'une facon évi- 
dente que cette étude n'est autre chose qu'un chapitre de la théorie des ensembles 
des points, mais ceux-ci étant considérés à un point de vue géométrique et non 
plus comme un ensemble de nombres. 

Quant à la définition à adopter, elle est évidemment arbitraire mais la 
pratique nous impose de la choisir de la façon suivante. D'abord elle devra 


étre d'allure aussi géométrique que possible; en second lieu elle devra serrer 
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d'aussi prés que possible la conception vulgaire de la ligne, La notion de ligne 
s'est peu à peu formée dans notre esprit et s'y est implantée avec des carac- 
téristiques que nous sentons vaguement, et qu'il s'agit justement de traduire en 
mots bien définis. Que, ces réserves faites, il reste plusieurs définitions accep- 
tables, cela n'est pas douteux. I] est même fort possible que le choix de la »meil- 
leure» de ces définitions ne puisse se faire actuellement. Nous verrons que 
telle définition parfaitement aeceptable nous révéle la possibilité de particularités 
qu'on n'avait pas prévues. Il n'y a pas lieu de s'en étonner, mais simplement 
d'y voir un nouvel exemple de la haute valeur du raisonnement mathématique 
au point de vue de la compréhension des choses. ll joue à cet égard le même 
rôle qu'un instrument d'observation qui nous dévoile dans un phénomène qu'on 
croyait bien connaitre des circonstances nouvelles. 

3. Je me propose dans ce mémoire de commencer l'étude dont je viens de 
parler. J'étudie d'abord les définitions de JORDAN et de CANTOR, et je montre 
comment la deuxiéme est plus conforme au but que nous poursuivons. Je me 
trouve dés lors entièrement dans la théorie des ensembles, dont je supposerai 
connus les résultats principaux. J'étudie ensuite, en la présentant un peu dif- 
féremment, la restriction que j'ai apportée à la définition de CANTOR par la notion 
de continu zrréductible. Je démontre quelques propriétés générales de ces 
ensembles que je précise ensuite en apportant une nouvelle restriction à ma 
définition. 

Je termine enfin en disant quelques mots de la notion de surface qui n'est 
pas sans présenter de grandes diffieultes.! 

4. Pourquoi ne faut il pas considérer comme suffisantes au point de vue géo- 
métrique les récherches de M. Jorpawn sur les lignes? J’ai déjà insisté ailleurs 
sur limportance capitale de ces travaux. Je le répète ici en affirmant que 
deux dates sont à retenir dans la théorie des ensembles: la période 1877—1882 
où paraissent les mémoires de M. C'AxTOR et l'année 1892 où M. Jonpaw publie 
ses résultats relatifs aux ensembles de points. On peut y ajouter l'année 1902 
avec la définition de la mesure de BoREL-LEBESGUE. Mais quand M. JORDAN dé- 
finit une ligne comme un ensemble de fonctions continues peut on dire que ce 





! J'aurai l'occasion de renvoyer quelquefois à mes publications antérieures, notamment 
à mon mémoire des Annales de l'Ecole Normale supérieure, 1909. Je désignerai ce mémoire 
par la lettre M. 

Depuis la rédaction du présent mémoire, divers travaux sur les mêmes questions ont été 
publiés. Je citerai spécialement la these de M. JaxiszEwski »Sur les continus irréductibles 
entre deux points», oü se trouvent plusieurs des résultats de mes deux mémoires. M. JANISZEWSKI 
se borne aux ares simples dans la recherche des propriétés générales. Voir Comptes rendus 
Ac. Sc. Paris t. CLI p. 198 et 201. 


244 M. L. Zoretti. 


soit là une notion géométrique, ou facile à transporter en géométrie? Évidem- 
ment non. Un autre inconvénient est le suivant: on sait que la définition de Jon- 
DAN n'est pas identique à la notion vulgaire de ligne, puisqu'une ligne de 
JORDAN peut recouvrir une aire; en sorte qu'au point de vue géométrique c'est 
la notion de ligne simple de JonDAN qu'on pourrait seule à la rigueur admettre. 
Or j'ai démontré dans le mémoire cité plus haut que la notion de ligne irréduc- 
tible que j'ai introduite est plus générale que celle de ligne simple de JorDAN tout 
en présentant, comme justement la suite de ce mémoire le montre, la plupart 
des caractères qui appartiennent à la ligne dont nous avons la notion vulgaire. 
On doit donc considérer la définition de JoRbAN comme appropriée surtout aux 
recherches d'analyse: c'est d'ailleurs pour cela qu'elle a été faite. 

5. Les travaux de M. CANTOR sont aussi des travaux d'arithmétique: c'est 
de l'espace arithmétique à » dimensions qu’il s’agit.! Mais le langage géométrique 
rend évidemment trés facile le transport en géométrie ordinaire. 

Examinons done en premier lieu quelles notions sont pour cela nécessaires, 
en d'autres termes sur quelles intuitions ou sur quels axiomes géométriques se 
base la théorie des ensembles des points. 

En premier lieu vient évidemment la notion de point, et celle de point 
limite; pour cette dernière il nous faut introduire la notion de distance de deux 
points et les propriétés de cette distance? Je dis que c'est là tout ce dont 
nous avons besoin. On peut en effet certainement démontrer le principe de 
BOLZANO-WEIERSTRASS en s'appuyant uniquement sur ces notions. Les carrés 
dont on fait usage d'ordinaire pourront étre remplacés par des familles de 
cercles ayant pour centres deux points fixes non points limites de l'ensemble, 
de facon à faire intervenir uniquement la distance à des points. Quant à la 
notion »d'ensemble limite» qui suffit pour conclure, elle n'exige rien de plus, 
elle aussi. 

Ceci rend done légitimes les propriétés des ensembles fermés et parfaits. 
Arrivons à la définition du continu d’après Cantor. C'est un ensemble parfait 
bien enchainé: cette définition repose done encore sur la notion de distance. 
Il en est de méme de la distinction des ensembles superficiels et linéaires, la 
définition des points frontiéres et des points intérieurs. 

La définition de CANTOR présente incontestablement l'allure géométrique que 
nous réclamions. J'ai déjà signalé ailleurs que les ensembles qui répondent à 





1 G. Caxror, Acta t. 2 p. 404. 
* Comparer ces indications à celles qui sont développées dans la note I (p. 75) de la 
thèse de M. Janiszewskt (Paris, 1911). 
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cette définition et que j'ai appelés avec M. ParNrEvÉ lignes cantoriennes ne 
sont pas identiques aux lignes de Jorpan. Il est bon d'y insister en montrant 
par des exemples jusqu'oü peut aller la complication d'une ligne cantorienne. 
Cette complication nous révélera la nécessité de restrictions à apporter à la 
définition si l'on veut pouvoir démontrer des propriétés simples et générales. 

Je me borne à deux exemples! r:o la ligne dont l'équation est y = sin - à 
laquelle on adjoint le segment +1, —ı de l'axe des y. Cet exemple est au- 
jourd’hui classique. Cette ligne n'est pas une ligne de JorDAN, c'est une ligne 
cantorienne. 2:0. Considérons deux ensembles parfaits non denses sur les deux 
segments o—r de deux droites rectangulaires. Par les différents points de chacun 
menons des perpendiculaires de longueur r à la droite qui porte l'ensemble. 
L'ensemble non dénombrable de droites obtenu est une ligne cantorienne. Elle 
découpe le plan en une infinité (dénombrable) de petits carrés. 

On voit que si l'exemple précédent est compliqué, il est au moins construit 
au moyen d'éléments trés simples, des segments de droite. Il est done impor- 
tant dans l'étude générale que nous entreprenons de généraliser ce fait, c'est 
à dire 1:0 de tâcher de définir, parmi les lignes cantoriennes, certaines lignes 
qu'on pourra appeler élémentaires et de les étudier à part; 2:0 de se demander 
si toute ligne cantorienne ou même tout continu peut être décomposé en frac- 
tions élémentaires. Les lignes élémentaires en question seront celles que j'ai 
introduites sous le nom de lignes irréductibles, d'abord dans un cours professé 
au College de France en 1908—00, puis dans mon mémoire déjà cité. J’ai com- 
mencé alors l'étude de ces ensembles, mais je suis depuis parvenu à une pro- 
priété qui me permet, comme je vais le faire, d'adopter un mode d'exposition 
synthétique, en procédant du compliqué au simple. Ainsi sera marquée la vraie 
place de l'étude des ensembles simples auxquels nous aboutirons. 

6. Soit un ensemble continu C et deux points a, b de l'ensemble. Si l'on 
peut trouver une portion continue de C qui comprenne a et 5, l'ensemble C sera 
dit réductible. Si une telle portion n'existe pas (c'est à dire se confond avec C) 
l'ensemble sera dit zrréductible. 

Soit done un continu C (ligne ou aire, ou méme dans un espace à un 
nombre quelconque de dimensions), soient a et b deux points de l'ensemble. 
Deux cas sont possibles: ou bien il est irréductible entre a et b, ou bien il ne 





1 On en trouvera de nombreux dans la thèse de M. JawiszEwskt. Voir aussi Brouwer, 
Math. Ann. t. 68. 


246 M. L. Zoretti. 


lest pas; je dis que dans ce dernier cas on peut trouver une portion de C qui soit 
continue et irreductible entre a et b.! 

Je ferai d'abord quelques: remarques générales. Soit m un point d'un 
continu C non irréductible entre les deux points a et b. Deux cas peuvent se 
présenter; ou bien il n'existe aucun cercle de centre m tel que dans la portion 
de C extérieure à ce cercle on puisse trouver un continu contenant a et 5; ou 
bien au contraire un tel cercle existe. Dans ce dernier cas, tous les cercles de 
rayon plus petits ont encore la méme propriété. Les rayons de ces cercles 
admettent donc pour un point donné m une limite maximum r. Les points de 
premiére sorte peuvent exister ou ne pas exister (exemple: l'ensemble formé par 
deux segments perpendiculaires en leur milieu présente de tels points si a et b 
sont les extrémités d'un segment; au contraire l'ensemble de points d'une cir- 
conférence n'en présente point). Mais les points de seconde sorte que j'appellerai 
points secondaires d'écart r existent certainement si l'ensemble donné n'est pas 
irréductible. En effet il existe une portion E de C continue et contenant a et 
b. Soit m un point de C qui n’appartient pas à Æ et qui par suite n'est pas 
non plus limite de Z: tout cercle ayant m pour centre et de rayon inférieur à 
l'écart de m à E laisse à son extérieur les points de Æ et par suite une portion 
continue de C contenant a et b. Si done un ensemble n'a que des points de 
premiére sorte, il est irréductible. d 

Remarquons encore que pour un ensemble donné C, le nombre 7 admet une 
limite maximum et que cette limite, l'ensemble étant fermé, est la valeur de r 
qui correspond à un point au moins de C: la démonstration d'une propriété de 
ce genre est classique et je crois inutile de la faire tout au long. 

Soit alors un ensemble C, soit » le point secondaire pour lequel r est 
maximum (ou l'un de ces points). Considérons la portion de C extérieure au 
cercle de centre m et de rayon 7, et dans cette portion, une portion continue C, 
contenant a et b. Si cette portion C, est irréductible, le théorème est démontré. 
Si elle ne l’est pas, elle admet des points secondaires. Enlevons encore les points de 
C, intérieurs au cercle maximum répondant à ces points, et dans l'ensemble restant, 
soit C, une portion continue contenant a et b; C, est ou non irréductible. Si 





! Qe théorème a été démontré par M. 8. Jaxiszewsri dans une note parue aux Comptes 


rendus de l'Académie des Sciences 1910. J'étais à ce moment là en possession de la démonstra- 
tion qu'on va lire; le présent mémoire était méme déjà rédigé. La démonstration de M. JANISZEWSKI 
étant basée sur les propriétés des nombres transfinis ma démonstration en diffère complète- 
.ment et je crois pouvoir la publier. M. Mazurkiewicz a publié dans les Comptes rendus (méme 
tome p. 296) une démonstration également indépendante de la théorie des nombres transfinis. 
Cette démonstration est différente de la mienne, que j'avais de plus annoncée à la date du 6 
juin 1910 (Comptes rendus t. 150 p. 1505). 
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C, n'est pas irréductible on opérera de méme sur lui, et ainsi de suite. Alors 
ou bien on tombera sur un ensemble irréductible contenant « et b, ou bien cela 
n'arrivera jamais. Examinons ce dernier cas. 

Les ensembles continus C, C,, C,... mis en évidence sont tels que chacun 
contient « et b et contient aussi tous les suivants. Il y a done, comme on le 
sait, un ensemble limite 7’ qui est continu et contient a et b. Je dis que /' est 
irréductible. 

Si en effet il ne l'était pas, il renfermerait des points secondaires d'un 
certain rayon. La contradiction sera évidente, si nous montrons que les 
rayons des cercles successivement exclus pour construire C,, C,... tendent 
vers zéro. 

Or ce dernier point résulte de cette remarque que le centre de tout cercle 
exclu est extérieur à tous les cercles précédemment exclus. Si done les rayons 
des cercles exclus avaient une limite inférieure non nulle o, et si l'ensemble C qui 
est borné est tout entier intérieur à un cercle de rayon À, au bout d'un nombre 


P : nma SUUS : 
limité d'exclusions, au plus égal à zm tous les points de C se trouveraient ex- 
9? 


g 
clus, ce qui est absurde puisque les C, sont supposés exister quel que soit 7. 
La propriété énoncée est done bien acquise. 

La propriété précédente nous apprend comment on peut extraire d'un con- 
tinu queleonque une portion irréductible. Elle nous donne méme un procédé 
pour construire cette portion irréductible. Dans cette voie, il y aurait lieu de 
compléter ce résultat en recherchant de quelles portions irréductibles on peut 
considérer un continu quelconque comme constitué. (C’est une question que je 
ne traite pas. Quoi-qu'il en soit, il semblera maintenant bien naturel de com- 
mencer l'étude des lignes cantoriennes par l'étude des continus irréductibles. 


Propriétés des lignes irréductibles. 

7. Ce qui augmente le caractère de nécessité de la restriction apportée à 
la définition de Cantor par la définition des lignes irréductibles, c'est que les li- 
gnes simples de M. JorDAN sont des continus irréductibles; les lignes irréductibles 
sont plus conformes que les lignes cantoriennes ordinaires à notre notion vul- 
gaire de ligne, et elles permettent comme on va le voir la démonstration de 
propriétés générales. 

D'aileurs les lignes irréductibles elles mémes peuvent étre encore assez 
compliquées, et nous verrons que moyennant l'introduction d'une restriction 
nouvelle, leurs propriétés se simplifient beaucoup. Je ne tranche pas la question, 
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secondaire d'après moi, de savoir laquelle des deux définitions doit être con- 
servée de préférence. La définition large précédente a au moins l'avantage de 
permettre l'étude de la ligne cantorienne en général La recherche des pro- 
priétés en peut étre plus laborieuse, mais tout résultat acquis n'en a que 
plus d'importance et s'applique, comme cas particulier, aux lignes irréductibles 
restreintes. 

J'ai démontré dans mon Mémoire qu'un continu irréductible ne peut contenir 
aucun point intérieur. Donc dans un espaceà deux dimensions, un continu irréductible 
est nécessairement linéaire. Mais dans l'espace à trois dimensions, il peut comprendre 
une portion de surface comme on s'en rend compte par l'exemple suivant: soit dans le 
plan zOy un ensemble dénombrable de cercles C, ayant l'origine pour centre et pour 
rayons les fractions inférieures à un par exemple (ou un ensemble de nombres dense 
dans l'intervalle o— 1. Considérons une spire d'hélice J’, dont la projection sur le 
plan 2Oy soit le cercle C,, commençant au point z — r1, «=o, et se terminant 


; I ^ i : ipis oda 
au point z — -, r— 0, tracons de méme une deuxième spire d’helice I‘, de pas 
2 


4 


I : I I sas : 
- sur le cylindre de base C, entre les plans 2 — 7 et A et ainsi de suite, tou- 


tes les hélices commençant et finissant dans le plan yOz en des points dont l’y 
est positif. Raccordons le commencement d’une hélice et la fin de la précé- 
dente par un segment de droite parallèle à Oy. Nous obtenons ainsi une courbe 
qui en lui adjoignant tous les points intérieurs (sens large) au cercle de rayon 
un du plan zOy forment un continu irréductible entre l'origine de la première 
hélice et un point quelconque de l'ensemble dans le plan xOy.! 

8. Revenant au cas du plan, nous allons maintenant aborder l'étude des 
continus irréductibles en général. Mais auparavant je vais démontrer un théo- 
réme général sur les ensembles bien enchainés qui jouera un róle trés important 
dans la suite. Ce lemme généralise un théoréme que j'ai démontré dans mon 
mémoire des Annales de l'Ecole Normale. L’enonce que j'avais établi alors est 
le suivant: La somme de deux ensembles fermés ayant un seul point commun 
ne peut être continue que si les deux ensembles le sont séparément. Si l'on regarde 
la démonstration, on verra que l'hypothése que les ensembles sont fermés 
intervient peu. Quant à l'ensemble-somme, il est inutile de le supposer fermé. 
On utilise seulement ce fait qu’il est bien enchaîné. Cependant on ne peut 
pas se débarrasser entièrement de lhypothése que les ensembles donnés sont 
fermés. Voici lénoncé que je propose et utiliserai dans la suite: Soient deux 





* M. Jaxiszewsk1 donne d'autres exemples. 
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ensembles C et I’ jouissant des propriétés suivantes 1:0 leur somme est bien 
enchainée, 2:0 I contient exclusivement des points limites de C. Je dis que C est 
bien enchainé. 

Supposons qu'il ne le soit pas. Soient a et b deux points de C! pour 
lesquels un nombre « existe tel que l'on ne puisse pas aller de a en b par une 
chaine de points de C de chainons inférieurs à e. Il en résulte que, si l'on 
trace les cercles de rayons e ayant pour centres les points de C, ces points re- 
couvriront un nombre au moins égal à deux de domaines séparés, et a et b ne 
seront certainement pas dans le méme domaine. Or les cercles ainsi tracés se 
trouvent renfermer en méme temps tous les points de J’ qui sont limites de C. 
Cela est contradictoire avec l'hypothése que la somme est bien enchainée. 

9. La propriété essentielle des continus irréductibles est la possibilité de 
définir pour eux en général la notion de »situé entre» c'est à dire un ordre de succes- 
sion des points. À vrai dire pour les ensembles irréductibles les plus généraux je ne 
définis pas cet ordre pour fous les points: il y aura des points pour lesquels on 
pourra dire que l'un est avant l'autre (ce sont les plus nombreux) mais il y en 
aura aussi dont on ne pourra pas dire lequel est le premier. Les ensembles ir- 
réductibles pour lesquels ces derniers points n'existent pas formeront une caté- 
gorie restreinte, particuliérement simple: je les appellerai ensembles irréductibles 
simples. C'est à ceux-là que se bornent les résultats de M. JANISZEWSKI. 

Les théorémes dont la succession va nous conduire au résultat généralisent 
pour la plupart des énoncés donnés dans mon premier mémoire. J'ai déjà sig- 
nalé ailleurs? que deux erreurs sont à remarquer dans ce mémoire. On verra 
plus loin que le résultat essentiel n'en est pas moins exact. Quoiqu'il en soit, la 
rédaction ci-dessous ne supposera pas chez le lecteur la connaissance préalable 
de mes premiéres démonstrations. Mais si l'on s'y reporte pour établir une 
comparaison, on reconnaitra que j'ai été obligé d'introduire une certaine com- 
plication qui me paraît bien ne pas pouvoir être réduite beaucoup, à moins de 
se borner aux ensembles irréductibles simples. 

ro. J'ai donné dans mon mémoire la propriété suivante: 





! C comprend au moins deux points sans quoi C est un point, I’ n'existe pas, C+ l'est 
un point. D'ailleurs, dans la suite, je considérai toujours pour abréger les énoncés un ensemble 
formé d'un seul point comme un continu ou comme un ensemble bien enchainé (mais pas 
comme un ensemble fermé) Cela est évidemment légitime, et alors le théorème du texte 
peut s'appliquer. 

? Comptes rendus Ac. sc. t. 151 p. 201; Annales École Normale:1909 p. 567. Dans cette 
derniere note, les passages erronés sont indiqués. De ma rectification résulte l'identité de la 


2 


notion de ligne simple et de ligne de Jorpan. Voir Janıszewskt, these p. 3. 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 28 octobre 1912. 
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Si l'on décompose un continu C irréduclible entre a et b en deux continus 
ayant un et un seul point commun, c, chacun d'eux est séparément irréductible, l'un 
entre a et c, l'autre entre b et c. 

Voici l'énoncé plus général que je vais lui substituer: 

Soit un continu C irréductible entre deux points a et b et soit c un point de 
l’ensemble. Supposons C décomposé en trois ensembles C,, C,, I" jouissant des pro- 
priétés suivantes: C, et C, ont c pour seul point commun, chacun d'eux est dense 
en soi et bien enchaîné (mais non fermé), C, +T contient a, C, + I contient b; 
les points de I sont des points limites à la fois de C, et de C,. Dans ces con- 
ditions, chacun des ensembles C, +I, C,+T est un continu irréductible. En second 
lieu, une telle décomposition, le point c étant donné, n’est possible que d'une manière. 

Remarquons d'abord qu'un point limite de C, devant appartenir à C et ne 
pouvant appartenir à C, appartient soit à C,, soit à I’ (en comptant c comme 
point de 7"). Si l'on ajoute à C, son dérivé, on trouve C, + I; si l'on ajoute à 
C, son dérivé, on trouve C, +1". Ces deux ensembles, C, - I et C, 4 I', sont 
continus (fermés et bien enchaînés). Supposons qu'il existe une portion I’, de 
C,+T continue et contenant a et c, considérons l'ensemble 7, + I + C,, il est 
continu (somme de deux continus qui ont un point c commun); il contient a et 
b. Je dis que c'est une portion de C, car les points de C, + I" qui ont été 
écartés pour construire /,, ne peuvent être tous des points de I’: dès qu'un 
point de /' est enlevé tous les points voisins le sont, donc des points de C, sont 
enlevés et ces points ne peuvent se retrouver dans C,. Done I, + I + C, n'est 
qu'une portion de C et C n'est pas irréductible. 

La décomposition n'est possible que d'une manière. Soit en effet une se- 
conde décomposition C', + C', + T' jouissant des mêmes propriétés, et c étant 
toujours l'unique point commun à C', et C',. Les ensembles ©", + I", C', + I"; 
C,+T, C,--I' sont continus. Les deux ensembles C', + I" et C, + I' ont le 
point c commun. Le premier contient a, le second contient b. Leur somme est 
un continu contenant a et b; comme c’est une portion de C, elle est iden- 
tique à C. 

Prenons un point de C,, il appartient à C', 4- I" -- C, 4- l', comme il n'appar- 
tient ni à C, (s'il n'est pas c), ni à I’, il appartient à C', +1". De plus tout 
point de C, +T appartient aussi à C', + I", car un point de I" étant limite de 
points de C,, est limite de C", + I", et ce dernier est fermé. De méme on verra 
que tout point de ©", + I" appartient à C, +1. On en conclut que les ensem- 
bles C, 4- D, C', - I" d'une part, C,-- D, C', + T' d'autre part, sont identiques. 

Remarquons encore que tout point limite de C,, appartenant à C, ou à I, 
est limite de C, + 1°; de méme tout point limite de C, + I" est limite de C, car 
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s’il est limite de I, il est limite de points limites de C,. On peut done dire 
que I est l’ensemble des points limites communs à C, - [l' et à C, +7, ou 
encore à C', +1" et à C', +1" qui sont les mêmes. Donc [' est identique à 
TNO Rare Netu Oa iC e+ 

11. J’arrive maintenant au théorème que j'ai en vue et pour préparer sa 
démonstration, je commence par en étudier un cas particulier simple. 

Je dirai qu'un continu irréductible entre deux points a, 5 est simple si, c 
étant un point quelconque de l’ensemble, on peut décomposer celui-ci en deux 
continus contenant l’un a et l’autre b et ayant en commun le seul point c.? 

D'ailleurs il est inutile de faire explicitement l'hypothèse que ces deux con- 
tinus C,, C, contiennent l'un a et l'autre b, car si a et 6 étaient tous deux dans 
C, par exemple, C, serait une portion continue de C contenant a et b. 

Les deux continus trouvés sont irréductibles l'un entre « et c, l'autre entre 
b et c. De plus nous savons déjà que la décomposition n'est possible que d'une 
manière. On voit ce qu'il faudra entendre en disant qu'un point c est avant 
un point d (en allant de a vers 5b). On voit aussi ce que sera l'arc cd: ce sera 
la partie commune aux continus ad, ac. 

Ceci posé je vais démontrer le théoréme suivant: 

Soit C un continu irréductible simple entre deux points a et b. Soit m un 
point fixe de C, p un point variable de C tendant vers m. | L'ensemble limite de 
l'arc mp est réduit au seul point m.’ 

En effet, d'abord l'are mp est continu, et il en est de méme de l'ensemble 
limite L puisqu'il y a un point, le point m commun à tous les ares mp. II faut 
montrer que ce continu Z est réduit à un point. Supposons pour fixer les idées p com- 





1 On peut donner une démonstration analogue à celle du texte du théorème 5 (M. p. 491) 
d'après lequel un continu irréductible ne peut que d'une seule manière être décomposé en 
deux continus ayant un seul point commun €. Je la donne ici, car elle est plus simple que 
celle du Mémoire cité. Soient C,, C; 7, I'; deux telles décompositions C, et /', contenant a, 
C, et Tz contenant & L'ensemble C, + 7, est un continu contenant a et b. Il est done iden- 
tique à C, c'est à dire à C,+C,. Un point quelconque de C, (autre que c) appartient done à I^, 
puisqu'il n'appartient certainement pas à Cj. On en déduit que C, est identique à J, et 
naturellement €, à 7. 

Remarquons encore que le théorème subsiste si on suppose que /' comprend, outre des 
points limites de C, et C, un ensemble dense en soi de points, pourvu que €, +T et C, +7 
soient continus. 

? Au lieu de »deux continus» on pourrait dire »deux ensembles fermés», car il sont alors 
nécessairement continus. 

* Cette démonstration établit l'identité entre le notion d'ensemble irréductible simple 
et ce que j'appelais dans mon mémoire ensemble complètement fermé. Je laisse au lecteur le 
soin de voir comment la démonstration du théorème principal: identité entre l'ensemble irré- 
duetible simple et la ligne de Jorpax, subsiste entièrement, le lemme de la page 490 devenant 
inutile ainsi que la restriction faite p. 492. 
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pris sur l'are am et prenons sur L'un point q distinct dem. Deux cas sont à distinguer 
suivant que bm contient q ou ne contient pas g. Dans le premier cas, on ne pourra 
pas décomposer C en deux continus ayant m seul en commun. En effet l'arc 
pm est un ensemble fermé; il doit done contenir q puisque q est voisin de cer- 
tains points de pm. Donc lare am contient aussi ce point q, qui se trouve 
commun à am et bm. Supposons au contraire que bm ne contienne pas q. Alors 
lare gb contient m. Mais ga contient p puisque g est sur pm. Et comme p 
est aussi voisin de m qu'on veut, ga doit également contenir m (ga est fermé). 
Cette fois-ci ce sont les arcs gb et ga qui ont m en commun, et cela est con- 
traire à l'hypothése. 

Done L ne peut que se réduire au point m. 

12. Nous allons nous proposer de généraliser ce résultat en ne faisant plus 
aucune hypothése sur l'ensemble irréductible donné. Voici le théoréme que je 
vais démontrer: 

Etant donné un continu irréductible C et un point c de l’ensemble, il est en 
général possible et d'une seule manière (le point c étant donné) de décomposer 
C en trois ensembles C',, C',, jouissant des propriétés suivantes: 

1:0 C", et C', sont bien enchainés et ont en commun le seul point c; 

2:0 D est formé uniquement de l'ensemble des points limites communs aux 
ensembles C', et C', (et du point c). : 

Nous savons déjà que dans ces conditions, chacun des ensembles C", + T. 
C', + T° est continu et irréductible. 

La. démonstration généralise celle que j'avais donnée (M. p. 490) et qui 
présentait un point inexact. Je la reprends entiérement. 

Soit D le domaine lieu des points dont l'écart à C est inférieur ou égal à 
t. La frontière extérieure de D limite un domaine .7. Au moyen d'une droite 
issue du point c de C et qui n’a pas en commun avec C un continu contenant 
c (une telle droite existe, voir page 265 du présent mémoire) je décompose 4 en 
deux aires ./,, ./, dont chacune contient une portion de C. On peut supposer 
que a est dans 4, et b dans 4,. 

Les ensembles limites des aires Z,, 4, sont deux continus C,, C, qui ont 
en commun le point c; l'un contient a, l’autre 5. De plus tout point de C 
appartient à un de ces ensembles et inversement leur réunion forme C. Je 
laisse de côté les détails de la démonstration des différents points précédents. 
Le lecteur n'aura aucune peine à les établir et d'ailleurs ils sont donnés dans 
mon premier mémoire. Mais il importe d'observer (c'est justement là qu'était 
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l'erreur de ma première démonstration) que les ensembles C, et C, ont en général 
d'autres points communs que c.! 

Soit done 1' l'ensemble des points communs a C, et à C,. Designons par 
C', et C', les autres points de C, et de C, auxquels nous ajoutons le point c. Il 
en résulte done que C', et C', ont un seul point commun, le point c. De méme 
C', et T ont le méme point comme seul point commun.* 

J] peut se faire qu'il y ait dans 7’ des points limites de C', sans être 
limites de C', et des points limites de C', sans être limites de C',. Comp- 
tons les premiers parmi les points de C', et les autres parmi les points 
de C',; conservons les mêmes noms aux ensembles ainsi accrus C^, C", 
et à l’ensemble amoindri I, il reste vrai que C', C',; C', T; C^, I" ont un seul 
point commun c. Les points qui restent dans J” sont limites à la fois pour C, 
et pour C’,: montrer cela revient à montrer que dans l'ensemble /' primitif il n'y 
avait aucun point qui ne soit limite d'un au moins des ensembles C', et C. En effet 
un point de l'ensemble que nous appelions d'abord /' est un point qui appar- 
tient par exemple à l'aire Z, et qui est voisin de points de .7,, ou ce qui 
revient au méme, de points de C situés dans ./,, ou mieux dans tous les 4, (à 
partir de l'un d'eux), done un tel point est voisin de points de C’,. 

Considérons alors l'ensemble C, — C", + I’, il est continu done bien enchaîné, 
et comme 7’ est formé uniquement de points limites de C’,, cela entraîne d’après 
le théorème de la page 248, que C', est bien enchaîné, De même C', est bien 
enchaîné. 

Nous avons done décomposé C en trois ensembles C',, C',, P tels que les 
deux premiers sont bien enchaînés et ont un seul point commun; de plus le 
troisième est formé uniquement des points limites communs aux deux premiers. 

Plusieurs cas sont alors possibles: ou bien a est dans €’, + 1° et b dans 
C', +I. Nous savons alors que chacun de ces ensembles est irréductible et que la 
décomposition n'est possible que d'une manière. Ou bien, aet b sont par exemple 
tous deux dans C',-- P. Alors a qui figurait dans C, figurait dans l'ensemble 
initial I, puisque c’est de là qu'il a du être extrait pour être ajouté à C’,. 





! Cela tient à ce que 4;, 4; ne vont pas constamment en diminuant quand € tend vers 

zéro. On s'en rend compte au moyen de l'ensemble y = sin - en prenant ¢ à l'origine des coor 
a 

donnés. Les aires 4,, 4 seront de petites bandes sinusoidales se raccordant sur un petit seg- 
ment de l'axe des x. Si l'on prend un point de l'ensemble sur l'axe Oy, ce point appartiendra 
par exemple à 4, et ne cessera pas d'appartenir à 4, quand ¢ diminuera; mais en même temps, 
certaines des spires de la bande sinusoidale 4, sont voisines de lui, et quand € diminue, ces 
spires augmentent en nombre en se rapprochant de plus en plus du point donné, qui donc, 
sans jamais appartenir à 4», appartient à l'ensemble limite C5 de 4s. 

? Remarquons que C', ou € peuvent se réduire à ce seul point c. 
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Done C, contenait a et b, et comme C, est continu, C, épuise C. Done C', 
n'existe pas (se réduit à c); l'ensemble initial I" est continu, et l'ensemble donné 
est décomposé en deux ensembles C', et I’; le dernier est continu non réduit 
à un point, et tous ses points sont limites de C',; C', est bien enchainé (cela 
résulte d'ailleurs du lemme p. 248—249). 

Si DL se réduisait à un point (le point c) il serait encore nécessaire que C, 
se réduise lui méme au point c ear sans cela C', + c serait portion continue de 
C contenant a et b, ce qui est impossible. Nous retombons sur le cas parti- 
culier précédent. Dans ce cas particulier, on peut encore dire qu'on a réalisé 
la décomposition cherchée: C', et I' sont réduits à c, C', est C. Cette dernière 
décomposition est une solution banale applicable à tout continu; mais ici c'est 
la vraie solution du probléme, à moins qu'on ne préfère dire que c'est un cas 
d'exception pour le théoréme. La vraie caractéristique de ce cas est la dé- 
composition en deux ensembles C', et I le dernier continu, le premier bien 
enchaîné, tout point de I’ étant limite de C', Le seul point commun à ces 
deux ensembles est c. Dans la suite ce cas d'exception sera en général écarté. 

13. Eclaireissons ceci par quelques exemples. 

Soit d'abord la courbe 


y = sin | 
y=s = 


completee par les points 


x—=O0 = ISSUE 


: I 
Prenons pour a et b les points =  ——, y=o par exemple, et pour c un 
27 
point quelconque du segment — r, + r de laxe des y. Les ensembles C",, C", 
t : OT: p = 
sont respectivement formés des courbes y — sin ; 0) proprement dites, 7” com- 


prend le segment entier —1, +1. 
Prenons du continu précédent les seuls points où x est positif ou nul. 


I ee : 
Prenons pour a|z— ——, y—o), pour b l'origine, pour c un point quelconque de 
1A 


47 


laxe des y. Dans ce cas C', comprend tout l'ensemble. €", et I” sont respec- 
tivement réduits au point c. C'est le cas exceptionnel signalé à la fin de la 
démonstration. 

On peut encore se demander comment est faite en général la portion I. 
Si elle se réduit à un point (quel que soit c) sans qu'il soit de méme de C, ou 


de C,, l'ensemble est irréductible simple. 
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Voici quelques questions qu'on peut se poser. 

On peut d'abord se demander si 1° est nécessairement continu: on peut 
par des exemples montrer qu'il n'en est rien. On peut également rechercher si 
I’ n'est pas formé exclusivement de portions continues ou de points isoles, et 
si les portions continues ne seraient pas irréductible simple. Je laisse de côté 
pour l'instant toutes ces questions comme secondaires. 

14. Soient maintenant un continu C irréductible entre a et b; soient m et 
p deux points de l'ensemble, proposons nous de définir l'arc mp. 

Au moyen d'un point p on peut décomposer C en trois ensembles C,, 1, 
C,, jouissant des propriétés vues dans le paragraphe précédent; supposons que a 
soit dans C, +17 et b dans C, + I; par définition C, + I" est dit l'are ap. Le 
point m appartiendra soit à C, +1" soit à C,+T (s'il appartient à I, nous 
choisirons l’un quelconque des deux ensembles C, + I', C, + D) soit C, + D par 
exemple. Ce dernier ensemble est un continu irréductible entre a et p. Le 
point m le décompose en trois ensembles C', 7", C', jouissant toujours des 
mêmes propriétés. C’est l'ensemble continu /"-- C', qui sera par définition 
l'are mp. 

Je dis que nous aurions trouvé le même continu, si dans la construction 
précédente nous avions permuté les rôles des points m et p. Considérons d'abord 
les deux ensembles C', + I’, 1" 4- C', - C,. Extrayons de C', les points de C', qui 
seraient limites de C,, et ajoutons les à I”; de méme extrayons de C, + C', c'est 
à dire de C, les points qui sont limites de C', et ajoutons les à I": ces points 
sont les mémes des deux cótés, ce sont en effet les points limites communs de 
C', et C, qui ne seraient pas déjà points de /"; un tel point est un point de C', 
puisque il appartient à C', 4- I" qui est fermé et n'appartient pas à I", il est 
de méme point de C, car C', et C', n'ont pas de point commun.  Désignons 
par C", I"; [" (". ce que deviennent respectivement les ensembles C", I" et 
C', + C,; 0", et C", n'ont plus que le point m commun; les ensembles C", et C", 
sont bien enchainés d’après le lemme de la page 248, puisque les points de I” 
sont tous limites de C", ou de C", et d'autre part la somme C", + I" qui est 
identique à C', + I", est bien enchaîné ainsi que C", + 1". La décomposition 
(possible d'une seule manière) de C en deux par le point m est done bien réalisée 
par les ensembles C", + T" et T" 4- C', + C,. 

Le point p appartient au second; je dis que pour décomposer par le point 
p l'ensemble I" + C', + C, il faut prendre d'une part I’ + C',, et d'autre part C, 
augmenté de ses points limites qui forment deux groupes: ceux qui sont déjà 
dans I" + C",, soient C", et ceux qui n'y sont pas, soient C",. Posons C, — C, 4 
+ C". Tous les points du continu I'"4 C', 4 C, ont ainsi leur place. L’en- 
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semble C. n'a pas de point commun autre que a avec I" + C",, car un tel point 
serait commun à ©, et à C', + Il c'est à dire à C, et à C, +T ce qui est ab- 
surde. En extrayant de C', pour les reporter dans I" les points de C', qui 
seraient aussi limites de C", + C, c'est à dire les points de C", qui ne seraient pas 
déjà dans I" la portion de ©, qui reste est bien enchaînée toujours d’après le méme 
lemme, i] en est de méme de C,. Donc, la décomposition par le point p est 
bien ainsi réalisée. Donc l'are mp est bien encore IX + C",. 

Remarquons que l'are mp est irréductible entre m et p. Si q est un point 
quelconque de lare mp, lare mq et lare pq sont deux portions de l'are mp 
(mais il peut arriver que l’une de ces portions soit identique à mp lui-même) 


et l'on peut dire que 


arc pq + arc qm — are pm 


en remarquant toutefois que les ares pq et qm peuvent avoir des points com- 
muns (points limites communs de chacun d'eux). 

On voit donc ce qu'on devra entendre par »point situé avant ou aprés un 
autre». Soit m un point; un point de l'are am sera dit avant m (plus prés de 
a) quand il n'est pas en méme temps point de l'are bm. En d'autres termes, 
le point m décompose C en trois ensembles C,, I’, C, au sens du théorème de la 
page 252. Si a est dans ©, +1", il est bien naturel de dire que les points de 
C, sont avant m, ceux de C, sont aprés; quant à ceux de I’, je ne vois pour 
l'instant aucun moyen de distinguer s'ils sont avant ou aprés m, mais il ne 
faut pas en conclure que cette distinction est impossible. 

Remarquons que nous ne pouvons écarter le cas suivant: l'arc am est 
identique à ab par exemple. Alors » devra être dit, d’après notre définition, 
indifféremment avant ou aprés b. Cela montre que pour certains points la dé- 
finition sera contradictoire; nous la rejetterons naturellement pour ces points là, 
mais cela n'a qu'une importance secondaire car il n'en reste pas moins vrai que 
la notion d'ordre a un sens pour la majorité des points de l'arc et en second 
lieu que nous savons reconnaitre ceux des points pour lesquels elle n'a pas 
de sens. 

15. Nous allons dans ce qui suit donner un nouveau moyen de distinguer 
les points pour lesquels la définition n'est pas valable. Ces explications montre- 
ront le caractére de complexité que peut présenter un ensemble non irréductible 
simple. 

Considérons d'abord un ensemble irréductible simple. Notre ensemble est 
irréductible entre a et 6, soit c un point quelconque de l'ensemble. On peut, 
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par hypothèse, trouver deux continus C,, C, ayant c seul en commun, dont la 
somme soit C, et séparément irréductibles entre a et c, b et c. C'est justement là la 
décomposition unique de l'ensemble C par le point c en trois ensembles: ceux 
que nous avons appelés C, et C, sont ceux qui ont actuellement le méme nom, 
et l'ensemble 7' des points limites communs est réduit au point c. Cela résulte 
de ce que C, et C, sont bien enchainés, ont c seul en commun, et, en outre, 
de ce que la décomposition n'est possible que d'une manière. Il y a done, dans 
le cas de l'ensemble irréductible simple, identité entre la notion générale d'are 
d'un ensemble irréductible et ce que nous avons déjà appelé arc. 

Nous venons de voir que I est réduit à un point, le point c. Une question 
se pose. Est-ce là une propriété caractéristique d'un ensemble irréductible 
simple? Nous allons voir qu'il n'en est rien. Cela résultera simplement de 
l'étude qui va suivre. 

16. Je me propose de montrer que la définition d'un ensemble irréductible 
simple peut être remplacée par la suivante. Un ensemble irréductible est 
irréductible simple, quand il ne renferme aucune portion continue qui soit 
irréductible de plusieurs facons, c'est à dire entre des couples de points dif- 
férents. 

Considérons un ensemble C irréductible d’une part entre les points a et b, 
d'autre part entre les points a et c, je dis qu'il ne peut pas être simple. Sup- 
posons en effet qu'il le soit. On peut alors trouver deux continus, l'un C, ren- 
fermant a et c, l'autre C, renfermant c et b, et ayant c seul en commun, dont 
la somme soit C. De plus chacun de ces continus est irréductible. Le continu 
C, portion de C contenant a et c est identique à C puisque C est irréductible 
entre a et c. Done ©, ne peut que se réduire au point c, ce qui est absurde 
puisque il contient b. 

Soit maintenant un continu quelconque C irréductible entre a et b mais 
non simple. Decomposons-le au moyen du point c en trois ensembles C,, I’, C,. 
L'ensemble 7’ peut être formé soit d'un, soit de plusieurs points. Supposons-le 
d'abord réduit à un point, qui est nécessairement le point c. Comme c est 
quelconque, si C, ou C, n'était pas réduit au seul point c, l'ensemble donné ne 
serait pas irréductible (raisonnement déjà fait). Si I’ et C, par exemple sont 
tous deux réduits au point c, nous sommes dans le cas exceptionnel, et on peut 
décomposer C en deux ensembles A et B, A étant bien enchaîné, B continu, 
et les points de B étant limites de ceux de A. Supposons a dans A et 6 dans 
B. Je dis que C est irréductible entre a et un point quelconque m de B. S'il 
ne l'était pas, il y aurait une portion continue de C contenant a et m; cette por- 
tion ne pourrait comprendre tout 4 car alors elle comprendrait tout B. En lui 
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ajoutant B on obtient donc une portion de C continue, et contenant a et b, ce 
qui est absurde. 

Supposons que J’ comprenne plus d'un point. Soit d un point de I autre 
que c. Décomposons encore C au moyen de c en trois ensembles C,, I, C,, 
d est point limite commun de C, et de C,. On peut supposer que a est dans 
C,--I. Ajoutons le point d à l’ensemble C, et par compensation enlevons c 
de C,: cela n'altére pas l'ensemble somme C, + I‘. Faisons la méme opération 
sur les ensembles C, et 1”. Soient C',, I", C', ce que deviennent respectivement 
les trois ensembles: C', et C', sont restés bien enchainés et n'ont plus que d en 
commun, J” est toujours formé des points limites communs a C', et C',. Les 
ensembles C',, C',, I réalisent donc la décomposition de C au moyen de d. 
Done C', + I", c'est à dire C, + I", est irreductible entre a et d, comme il l'était 
déjà entre a et c. Il l'est donc de deux façons. 

Pour qu'un ensemble soit irréductible simple il est donc bien nécessaire et 
suffisant que toute portion irréductible de cet ensemble le soit d'une seule 
manière. 

Je vais montrer maintenant qu'étant donné un continu irréductible C (ab) 
on peut toujours trouver dans ce continu des points m tels que l'are am par 
exemple ne soit pas identique à C. { 

Traçons en effet de & comme centre un cercle y laissant b à son extérieur 
(à ce cercle on peut substituer une aire fixe queleonque). Les points de C dans 
y ne forment pas un continu. Mais l’ensemble C étant bien enchaîné, considé- 
rons une chaîne à chainons inférieurs à & allant de a à b et prenons la 
première portion de cette chaine (ligne de JorDAN simple) intérieure à 7 
jusqu'à sa première sortie de y. Quand « tend vers zéro, cette portion a évi- 
demment pour ensemble limite un continu intérieur à y qui est portion de C 
(portion seulement puisque C sort de y). Si m est un point de ce continu ou 
bien C est irréductible entre « et m, ou bien il ne l'est pas mais contient une 
portion irréductible entre «a et m. Cette portion irréductible est l'arc am et elle 
ne contient pas b ni d'ailleurs aucun point de C extérieur à y. 

Ce théoréme montre que la notion d'ordre a un sens pour /a plupart des 
points de C. 

17. Je démontrerai en dernier lieu le théorème suivant: 

Toute portion continue d'un continu irréductible est elle-même irréductible entre 
deux de ses points. 

Soit C le continu donné, irréductible entre a et b, E une portion continue 
de C, m un point quelconque de C. Considérons l’ensemble des arcs am, et 
l'ensemble F des points communs à tous ces arcs. Soit de méme G l’ensemble 
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des points communs à tous les ares bm. Il est évident que les ensembles F et 
G sont fermés. Il sont aussi continus, car si deux points « et # sont dans F, 
ils sont communs à tous les ares am. Donc l'are «f appartient aussi à tous 
les ares am, et par suite à F. Done F est bien enchaîné, done continu. 

Soit alors « un point commun à F et E, w un point commun à 6G et à #. 
Il existe de tels points, car si H et F n'avaient aucun point commun, ils auraient 
un écart à; on pourrait enfermer F et G dans deux domaines sans point com- 
mun; l'are am qui va d'un point du premier à un point du second aurait donc 
des points extérieurs au premier domaine, et un tel point appartenant à tous 
les ares am appartiendrait à F, ce qui est contradictoire. 

Ceci posé, F, qui contient u, contient l’are au et G contient l'are bi. 
E contient une portion continue de C entre « et x qui ne peut être que l'arc 
uz. Voyons si E peut contenir d'autres points situés par exemple sur l'arc 
au. Soit m un de ces points, l'are am contient «u; puisque l'are au contient 
aussi m, il s'ensuit que le point m appartient également à lare wa. En dé- 
finitive Z ne contient que des points appartenant à l'are wu. Donc E est iden- 


tique à ru, c’est à dire est irréductible. 


Propriétés des lignes fermées. 


18. Dans mon mémoire (M. p. 493), j'ai essayé de montrer que la frontière 
d'un domaine peut être considérée comme la somme de deux continus ayant 
deux points communs seulement. Ce résultat n’est pas exact d'une façon 
absolument générale. La démonstration n'est correcte que moyennant une 
hypothèse que j'ai utilisée sans la formuler explicitement. Cette hypothèse est 
la suivante: 

Il faut qu'on puisse trouver deux points a. b sur la frontière C du do- 
maine que l'on puisse joindre par une ligne irréductible simple entre les deux 
points a, b. 

Cette question appelle de nouvelles recherches. Il y a lieu, par exemple, 
de se demander si cette hypothése n'est pas vérifiée toutes les fois que le plan 
se trouve partagé en deux domaines seulement dont C est la frontière commune. 

Je me propose dans ce paragraphe d'étudier la réciproque de cette pro- 
priété, c'est à dire rechercher ce qu'on pourrait appeler en analysis situs une 
ligne fermée». Je crois qu'il sera possible de préciser les résultats que j'ai 
obtenus, mais il ne me semble pas inutile de les faire connaitre dés maintenant. 


Il sera assez naturel d'appeler ligne fermée la réunion de deux continus 
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ayant deux points communs a, b seulement et irréductibles entre ces deux 
points. On peut alors essayer de démontrer que cet ensemble partage le plan 
en deux domaines dont il est la frontière commune. Or, nous allons le voir sur 
un exemple, cet énoncé n'est pas exact et nous aurons seulement un énoncé plus 
restreint. 

L'exemple que je vais donner est inspiré de celui par lequel M. BRoUWER 
montre qu'un continu irréductible peut morceler le plan. Ce continu est formé 
d'une spirale enveloppant un cercle asymptote; il est irréductible entre l'origine 
de la spirale et un point quelconque du cercle. Mais il n'est pas irréductible 
d'une seule maniére; la circonstance ne peut d'ailleurs pas se présenter lorsque 
le continu donné est irréductible simple; la démonstration de mon mémoire est 
en effet valable dans cette hypothése. ~ 

Revenons à l'exemple indiqué. Soit un cercle de centre O et rayon un; 
et considérons un ensemble dénombrable d'ares de cercle C, tous concentriques 
au cercle donné et construits de la facon suivante. Le rayon de C, sera r + 

I 


+; C, est symétrique par rapport à l'axe des y, plus grand qu'une demi-cir- 
i 


, Da) . : , TT ZU . 
conference, et terminé sur les deux demi-droites d'argument — ^ + ar Joignons 


l'origine du cercle C, à celle du cercle C,_-, et son extrémité à celle du cercle 
C,,1 par des segments de droites; joignons l'extrémité libre du cercle C, à un 
point a de laxe des y, d'ordonnée — 2 par exemple, par une ligne (de JORDAN 
simple) queleonque ne croisant pas la ligne déjà construite. L'ensemble total 
obtenu est irréductible entre le point « et un point quelconque du cercle C; il 
partage le plan en deux régions, comme dans l'exemple de M. Brouwer. 

Considérons un deuxiéme ensemble simplement formé d'un segment de l'axe 
des y et allant de a au cercle € (point x— 0, y — — 1). Nous avons deux en- 
sembles irréductibles ayant deux points communs seulement et le plan est par- 
tage par eux en trots régions qui ont la méme frontiere.! 

On peut généraliser beaucoup cet exemple; il nous suffit pour mettre en 
défaut l'énoncé qui paraissait vraisemblable. En supposant les deux ensembles 
irréductibles simples, leur réunion forme une ligne de JoRDAN simple fermée, et 
le théorème en question devient tout simplement le théorème de JoRDAN bien 
connu. 

19. Voici l’enonce que j'ai pu obtenir qui généralise le théorème de 
JORDAN. 


! Voir d'autres exemples dans la these de M. Janıszewskı. Voir aussi la note de M. 
Drnsoy (©. R. t. 151 p. 138). 
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La réunion de deux continus irréductibles entre deux points qui sont leurs seuls 
points communs partage le plan en deux aires cantoriennes dont elle constitue 
l’ensemble des points frontières (c'est à dire non intérieurs). De plus ces aires 
cantoriennes sont les ensembles limites de deux domaines dun seul tenant! 

Soient E et H' les deux ensembles, a et b leurs points communs. Donnons 
nous un nombre e et constituons entre a et b sur E et sur Z' deux chaines 
de chainons inférieurs à s dont les sommets sont sur l'ensemble. Ces deux 
chaines sont des lignes de M. JoRDAN. Je dis qu'on peut les supposer simples, 
c'est à dire ne se coupant pas. Supposons en effet que, quelque petit que soit 
e, elles se coupent en un point m. Il y aurait une infinité de points m, donc 
un point limite au moins. Un tel point limite, infiniment voisin de points de E 
et de points de Z' appartient à Æ et a E' qui sont fermés; ce ne peut donc être 


que a ou b, a par exemple. Alors à partir d'une certaine valeur de e, les 


, 
points m se trouveront dans un cercle donné de centre a. Mais on peut éviter 
cela en prenant pour point de départ des deux chaines au lieu du point a (ou 
du point 6) un point de # et un point de E' extérieurs à ce cercle ou sur sa 
eirconference, et en allant de chacun de ces points à a par un segment de 
droite. On pourra sur cette chaine supposer les chainons assez petits pour 
qu'elle ne se coupe pas elle-méme. La chaine totale est à chainons inférieurs 
à un nombre qui tend vers zéro avec & et que nous appellerons aussi e. Elle 
constitue une ligne de JorDAN simple fermée, elle divise donc le plan en deux 
domaines D, D', (j'appelle D', le domaine extérieur). 

Faisons tendre s vers zero; ces deux domaines sont des continus qui ont 
des contimus limites, appelons-les D, D'. On peut faire alors les remarques sui- 
vantes: | 

1:0. Tout point du plan appartient soit à D, soit à D', soit aux deux en- 
sembles à la fois; 





! Cette dernière propriété appartient d'ailleurs à toute aire cantorienne. Soit en effet un con- 
tinu quelconque C au sens de Caxror (avec ou sans point intérieur) Considérons l'ensemble des 
points dont l'écart à C est inférieur (sens étroit) à Cet ensemble forme un domaine au sens 
habituel de ce mot, c'est un ensemble qui comprend C et qui ne comprend que des points 
intérieurs (il est dense en lui-même et non fermé, comme le domaine d'existence d'une fonc 
tion analytique uniforme par exemple) Ce domaine a visiblement C pour ensemble limite 
quand € tend vers zéro. Pour voir quil est d'un seul tenant, il suffit de démontrer qu'on 
peut en joindre deux points par un trait continu sans sortir de D. Cela est presque évident: 
soient a et b deux points de D. Dans le cercle de centre a et de rayon e il y a un point mde 
C au moins; de méme dans le cercle de centre b et de rayon e il y a un point p de C au 
moins. On peut de plus aller de m en p par une chaine à chainons inférieurs à e dont les 
sommets sont sur C. Le chemin (ligne brisée) constitué par cette chaine, et par les deux 
segments am et bp est entierement dans D, ce qui démontre le théorème. 
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2:0. Un point commun à D et à D' est infiniment voisin à la fois de 
points intérieurs à D, et de points intérieurs à D',. Cela est impossible si son 
écart à l’un des ensembles Z ou E' n'est pas nul (cela est à peu pres évident). 
Donc les points communs à D et à D' ne sont que des points de E ou Z', ce 
qui démontre notamment que D et D' n'ont aucun point intérieur commun; 

3:0. La frontière commune de D et de D' se compose donc d'un ensemble 
continu, portion de E et de #'. D'autre part cette frontière comprend tous les 
points de E et tous les points de E'. Ceci démontre donc le théorème. 

20. Je reviens sur les détails de la démonstration. 

Considérons un point quelconque m du plan. Quel que soit & il appartient 
soit à D, soit à D';. Alors deux hypothèses peuvent être faites. 

1:0. Quel que soit &, le point m appartient soit toujours à D, soit toujours 
à D',; il appartient alors dans le premier cas à D (et peut être à D"), dans le 
second à D' (et peut-être à D). 

2:0. Quel que soit e il y a des valeurs plus petites de & telles que m ap- 
partienne à D, et d'autres également telles qu'il appartienne à D';. Alors m est 
limite des deux: il est certainement commun à D et à D". 

Cherchons maintenant dans quelles conditions le point m peut être com- 
mun à D et à D'. Appelons L, la hgne de JoRDAN constituée au moyen de 
la valeur donnée à «. Remarquons que tout point de cette ligne est à une 


distance de E + E' inférieure à -. Soit m un point commun à D et à D'. Si 


2 
quel que soit s il appartient à des lignes L,, le point m est sur E + E. Kup- 
posons done qu'il n’appartienne plus à aucune des lignes Z, à partir d'une 
valeur de z, et qu'il n'appartienne pas non plus à l'ensemble limite de ces lignes 
(auquel cas il serait encore sur # + E). On peut donc trouver un cercle de 
centre m et de rayon n dans lequel les lignes Z, ne pénètrent plus pour e assez 
petit. L'ensemble Z + Æ' ne pénètre pas non plus dans le méme cercle. 
Supposons que m appartienne quel que soit s à D,: dans son voisinage il doit 
y avoir des points de certains D',, notamment il doit y en avoir dans le cercle 


de rayon n. Dans le méme cercle il y a donc des points de L,. Supposons 


i 
au contraire que m appartienne tantôt à D, tantôt à D'.: la conclusion sera 
la méme, car si m appartient par exemple pour une certaine valeur de « à 
D,, il y a dans son voisinage des points de D', (c£ <e) sans qu'il soit lui-même 
dans D',, il y a donc dans ce méme voisinage des points de Z,, ce qui est 
contradictoire. 

En dernier lieu, il reste à examiner le point suivant: tout point de Æ (ou 
de £') est un point commun à E ou Z', et par suite, un point frontière com- 
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mun. En effet, chacune des deux lignes de JoRDAN construites au début de la 
démonstration a un ensemble limite qui est continu, il comprend a et b et ne 
comprend que des points de E (ou de Æ"'); cet ensemble limite se confond done 
avec E (ou avec Z') et par suite, tout point de E (ou de E') appartient à la 
fois à D et à D'. 

Les propriétés qui précédent permettent comme on le voit d'introduire 
dans les raisonnements géométriques le concept de courbe fermée: la seule 
restriction apportée par le mot irréductible à la définition cantorienne est suf- 
fisante pour que la ligne fermée jouisse dans une certaine mesure des pro- 


priétés que nous exigeons par notre conception vulgaire de ligne fermée. 


Tangente. 


21. Je me propose maintenant de définir la tangente en un point m d'un 
continu irréductible E. Soit p un point de l'are am par exemple. Joignons le 
point m à tous les points de l'are pm. Considérons l'ensemble des angles que 
font avec une droite fixe les droites obtenues. Soit E, cet ensemble de nom- 
bres que nous porterons en abscisses sur une droite quelconque. Il est cer- 
tainement dense en lui-méme, mais il n'est pas fermé. Ajoutons lui son dérivé 
yy, et posons F,= E,-- E',. L'ensemble nouveau F, est fermé et dense en 
lui-même. Je vais montrer qu'il est bien enchaîné, il en résultera qu'il est 
continu. 

Il suffit évidemment de montrer que E, est bien enchaîné, car entre deux 
points de F, appartenant l’un ou l'autre ou tous deux à E, on pourra sub- 
stituer deux points voisins de E, et établir une chaine entre ces deux derniers. 

Soient done deux nombres pris dans Z,. A ces nombres correspondent deux 
points de pm, soient q et r tels que les droites mq et mr faisont avec l'axe des 
x un angle égal à l’un de ces nombres. Considérons l'are gr: s'il ne contient 
pas le point m, le point m est à une certaine distance o de cet arc. Si l'on 
veut construire dans H, une chaîne à chainons inférieurs à e, il suffira de 
prendre dans l'are qr des points à des distances relatives inférieures A ge, ce 
qui est possible puisque gr est continu. Dans le cas particulier où m appar- 
tiendrait à l'are qr, c'est à dire, comme on le voit aisément, dans le cas où les 
arcs qm, rm, qr seraient les mémes, on pourrait substituer aux points q ou r 
ou aux deux, des points voisins q,, r,, tels que m ne soit pas sur l'are q,r,: 
la. démonstration précédente subsiste done. 
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Substituons alors au point p du début un autre point de Pare pm. L’en- 
semble Z, diminue (ou au moins n'augmente pas). Il en est done de méme de 
E', et par suite de F,. Faisons tendre le point p vers le point m sur l'are pm; 
l'ensemble continu F, a un ensemble limite, F, qui, naturellement, est continu 
(puisque les ensembles F, vont en se réduisant sans cesse). Toute droite pas- 
sant par m et qui fera avec l'axe des x un angle égal à un des nombres de F 
sera dite une tangente à l'ensemble au point m. 

22. Examinons les différents cas possibles. D'abord, suivant qu'on prend 
le point p initial sur l'are am ou sur l'are bm, les ensembles F obtenus ne sont 
pas les mémes. Alors le cas le plus simple est celui oü ces deux ensembles sont 
les mémes et réduits tous deux à un point. On dira dans ce cas qu'il y a une 
tangente unique à la ligne au point m. 

Supposons que les deux ensembles F soient encore réduits à un point, mais 
les deux points étant différents. Il y aura alors deux tangentes au point m (une 
à droite, et une à gauche). 

Enfin si l'un des deux F (ou tous deux) n'est pas réduit à un point, il 
existe au point » soit un, soit deux angles se recouvrant partiellement, totale- 
mement ou pas du tout, et dont toute droite est tangente à l'ensemble. 

Voyons de plus prés ce que signifie pour une droite D la condition d'étre 
tangente à Z au point m. Deux cas sont possibles: ou bien il existe sur D une 
infinité de points de l’ensemble dont m est un point limite; si l’on veut, 
lintersection de D avec H, qui est un ensemble fermé, doit comprendre m 
comme point limite. Le cas actuel est celui de la droite Ox pour la courbe 


y — v sin 


Supposons au contraire que le point » ne soit pas point limite de l'inter- 
section des ensembles D et E. Alors ou bien il y a sur D des points éloignés de 
m mais appartenant à l'are pm dont les extrémités sont infiniment voisines; ou 
bien il y a simplement au voisinage de m des points de Æ tels que les droites qui 
le joignent au point m soient infiniment voisines de D. Dans ce dernier cas la 
droite D jouit bien de la propriété habituelle de la tangente d’être position li- 
mite d'une sécante. Il ne me semble pas que, pour définir la tangente, il faille 
écarter les deux autres cas, si l'on veut conserver le bénéfice d'un ensemble 
continu de tangentes. 

J'ajoute que pour une droite donné D plusieurs des cas précédents peuvent 
se présenter simultanement. 

23. Aprés avoir examiné les différentes possibilités je vais montrer que le 
cas d'une tangente unique (ou double) en chaque point n'est pas compatible 
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avec la définition d'un ensemble non simple. On pourrait done se borner pour 
la définition de la tangente aux lignes de JORDAN. ll serait facile alors de voir 
qu'il y a identité entre les définitions précédentes et celle des nombres dérivés et 
que l'existence d'une tangente unique (ou double) revient à l'existence d'une 
dérivée (ou d'une dérivée à droite et d'une dérivée à gauche). 

Il s'agit done de montrer que si un ensemble n'est pas irréductible simple, 
en un point au moins, il admet une infinité de tangentes. Il suffit évidemment 
de réduire l'ensemble donné à un ensemble Æ irréductible à la fois entre les 
deux points a, b, et entre les deux points a et c. Soit m un point de #; nous 


savons déjà que 


arc ac — are ab — E; 


considérons les arcs mb, mc. Comme on a 


QC — am -- mc 


ab — am + mb 
il en résulte 


am + mc--am + mb 


ce qui entraîne, ou bien que mc=mb, ou bien que am —ac, comme c'est à 
peu prés évident. Dans le premier cas, les ares identiques me et mb ont pour 
limites, quand m tend vers c par exemple, des continus qui, contenant b et c ne 
se réduisent pas à un point. On peut écarter le second cas qui ne se présente 
pas pour tous les points m voisins de c par exemple. 

Soit alors un point d du continu limite de mc. On peut faire passer par 
d une infinité de droites D qui passent également entre les points voisins de c 
et les points voisins de b. Or ce sont là des points appartenant à l'are mc et à 
l'are mb, c'est à dire au méme are, et cet arc étant continu rencontre D. Il y 
a donc sur D une infinité de points de l'arc mc (qui n'est autre que l'are md). 
Done D est une tangente en d, il y en a donc une infinité. 


Extension à l’espace de la définition cantorienne. 

24. J'ai, dans une note du mémoire déjà cité (M., 489 note 2), énoncé et 
utilisé la propriété suivante: Etant donné un point c d'une ligne cantorienne on peut, 
parmi les droites issues de c en trouver une au moins qui n'admette pas avec 
l'ensemble un ensemble continu de points communs comprenant c. Cette pro- 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 2 décembre 1912. 24 
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priété n'était pas par moi considérée comme évidente. Je voyais simplement la 
démonstration sans l'avoir, je l’avoue, cherchée dans tous ses détails. Je suis 
revenu sur cette démonstration, qui n'est pas aussi simple que je pensais d'a- 
bord. Je vais la donner ci-dessous: elle à pris à mes yeux une importance 
assez grande quand je me suis aperçu d'abord qu'elle caractérisait les lignes 
cantoriennes, en les distinguant des aires, et en second lieu qu'elle fournit un 
moyen d'étendre à l'espace les définitions de M. Cantor. 

Considérons done un continu linéaire quelconque E. Supposons que toutes 
les droites issues d'un point m de l'ensemble aient en commun avec lui un con- 
tinu comprenant m. Soit y l'angle que fait une droite passant par m avec l'axe 
des x (une droite quelconque) et soit r(p) la longueur de l'ensemble continu com- 
mun à l'ensemble E et à la droite. Les nombres positifs r(g) forment un en- 
semble. 

Supposons d'abord que la limite inférieure des nombres r(g) ne soit pas 
nulle. Soit o cette limite. Il en résulte que le cercle de centre m et de rayon 
o a tous ses points sur Z. Done E n'est pas linéaire. On voit de méme que 
si la limite inférieure de nombres r(q) relatifs aux valeurs de y dans un inter- 
valle quelconque «, 9 n'était pas nulle, l'ensemble E comprendrait tous les points 
d'un secteur, c'est à dire une aire. . 

En résumé la fonction r(g) jouit des propriétés suivantes r:o elle n'est 
jamais nulle, 2:0 sa limite inférieure est nulle dans tout intervalle. 

Associons maintenant une infinité de valeurs de y tendant vers q,. Soit 
r,—r(q,). Je dis que r, est la plus grande limite des valeurs de r relatives à 
ces valeurs de q. Cela est évident, car cette plus grande limite d'abord est au 
moins égale à r, et de plus ne peut être plus grande que r,, car si elle avait 
une valeur r,>r, tous les points de la droite y, à une distance inférieure à 7, 
de m seraient points de # comme limites de points de E. 

Considérons maintenant l'ensemble des valeurs de y pour lesquelles le nombre 
r (p) dépasse un nombre donné o. D’après la propriété que je viens de démontrer, cet 
ensemble, G,, est fermé. Considérons de même l'ensemble des valeurs de 9, 


s'il en existe, où r(p) est compris entre o et * Cet ensemble est fermé, tout 
2 


au moins si lon lui ajoute son dérivé, mais cette opération ne risque d'intro- 
duire que des éléments figurant déjà dans G,: nous les compterons deux fois. 


5 0 
Soit G, ce nouvel ensemble. Recommencons en remplaçant o et 


xf 
2 


par : et | et 


ainsi de suite. Nous obtenons ainsi une succession d’ensembles G,, G,,..., Gn,... 


Une valeur quelconque de «y figurera certainement dans l’un des ensembles, 
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. \ TE . 0 
car sir est la valeur correspondante de r(y), on finira par avoir r » 7. Il en 
2 


résulte que l'ensemble de toutes les valeurs de q, c'est à dire l'ensemble 0— 271 
de l'axe des a qui est continu, est la somme d'une infinité dénombrabie d'en- 
sembles fermés (le fait que ces ensembles ont des points communs ne modifie pas 
la conclusion). L'un de ces ensembles au moins doit done renfermer des portions 
continues d'aprés un théoréme que j'ai démontre dans ma thése. ll y a donc 
un intervalle «, 9 tel que p variant entve « et 9, r(q) est supérieur à un nombre 
fixe; ce qui est contradiction avec la propriété 2. 

On voit que d'aprés la démonstration méme, non seulement il y a des droi- 
tes issues de m n'ayant pas avec Z un continu commun, mais il y en a dans 
tout intervalle: autrement dit l'ensemble de ces droites (ou des angles qu'elles 
font avec une droite fixe) est dense (dense sur o — 2x). 

Considérons maintenant une aire cantorienne: Il est évident qu'il y a des 
points — les points intérieurs — tels que toutes les droites issues de ces points ont 
avec l’ensemble un continu commun. Pour qu'un continu soit linéaire, il est 
done nécessaire et suffisant qu'en tous ses points il existe au moins une droite 
n'ayant pas avec l’ensemble un continu commun. En d'autres termes, ce crité- 
rium est entièrement équivalent au critérium de l'existence des points intérieurs 
par lequel M. Cantor distingue les lignes et les aires. 

Remarquons qu'en certains points d'une aire, des droites n'ayant pas de con- 
tinu commun avec l'ensemble peuvent exister dans tout intervalle. 

25. Le critérium précédent n'a visiblement pas sur celui de M. Cantor 
l'avantage de la simplicité. Mais il a celui de pouvoir être étendu à l'espace. 

En. effet dans l'espace ordinaire à trois dimensions la définition d'un en- 
semble continu s'applique, de méme que la définition de l'ensemble continu irré- 
ductible, et la plupart des propriétés de ces ensembles examinées dans mes deux 
Mémoires. La définition de la ligne cantorienne ne s'applique pas, car dire que 
dans un continu il n'y a pas de point intérieur, entraine simplement qu'il n'est 
pas un volume, c'est à dire une portion d'espace. Mais les définitions de M. 
Cantor sont insuffisantes pour distinguer une ligne d'une surface. Comme nous 
lavons vu plus haut, il en est de méme de la notion de ligne irréductible. 

Cette distinction est au contraire fournie en transportant dans l'espace la 
définition donnée au paragraphe précédent. Je dirai qu'un continu à trois di- 
mensions est une ligne, si en chacun de ses points on peut trouver un plan au 
moins qui n'a pas avec l'ensemble un continu commun. Dans le cas contraire, 





! Journal de M. Jorpan 1905. 
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l'ensemble sera une surface si en chaque point il existe des droites n'ayant pas 
avec l’ensemble un continu commun, un volume dans le cas contraire. 

Les définitions précédentes ont des conséquences immédiates. D'abord un 
ensemble qui a des points intérieurs est un volume, et inversement, comme on 
le voit par une démonstration analogue à celle donnée dans le cas du plan. En 
second lieu, tout ensemble situé dans un plan est une aire ou une ligne, et dans 
ce cas particulier les définitions de ces mots données dans le cas de l’espace se 
réduisent aux définitions données plus haut dans le cas du plan. 

Un continu irréductible entre a et b dans l’espace n'est certainement pas 
un volume, car on pourrait enlever toute une sphére de points de l'ensemble 
sans qu'il cesse d’être continu et de contenir les deux points a et b. Nous 


avons vu plus haut qu'un continu irréductible peut comprendre une aire. 


Grenoble, 11 juillet 1910. 


QUELQUES REMARQUES SUR LES FONCTIONS 
DÉTERMINANTES. 


PAR 


S. PINCHERLE 


à Borocwa. 


Je présente dans cette note quelques remarques simples et élémentaires qui 
complétent en quelques parties, je pense, la théorie des fonctions déterminantes, 
théorie dont l'importance a été reconnue depuis longtemps, et qui devient en- 
core plus intéressante a cause des travaux parus derniérement sur la série de 
DIRICHLET. 


1. Soit p(t) une fonction réelle ou complexe de la variable réelle, limitée 
et intégrable dans chaque intervalle fini entre c et +.  Etudions l'intégrale 


oo 
a 


[vw e-t« dt. (1) 


c 
Rappelons quelques résultats connus qui se rapportent à l'expression (1). Si la (1) 
est convergente pour une valeur r— x, elle est aussi convergente pour chaque 
valeur x dont la partie réelle est plus grande que la partie réelle de x,, c'est à 
dire, selon une notation trés connue, si l'on a 


R(x) > R(x;). 

Il s'ensuit l'existence d'un demiplan de convergence pour (r), c'est à dire 
d'un nombre a tel que la (I) converge pour R(x) >a, tandis qu'elle ne converge 
pas pour R(x)<a. Sur la droite de convergence R (x) — a on ne peut affirmer 
en général ni la convergence ni la divergence. On appellera le nombre a abscisse 
de convergence pour l'expression (1), ou bien ordre de la fonction p(t). Ce nombre 
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a peut être — o, en ce cas la (1) est convergente dans tout le plan v; a peut être 
+ o, alors la (1) n'est jamais convergente. Dans le demiplan R(x)>a, à lex- 
ception au plus de la droite de convergence, la (1) représente une branche à une 
seule valeur d'une fonetion analytique, réguliére dans chaque région finie du 
demiplan. Cette fonction analytique f(x), qui peut être quelque fois continuée 
à gauche de la droite de convergence, est appelée fonction déterminante de q (t), 
et celle-ci s'appelle fonction génératrice de f(x). Pour indiquer la correspondance 
fonctionnelle entre f(x) et p(t) j'écrirai quelque fois: 


(2) = J (9). (2) 


Nous laissons de cóté quelques généralisations évidentes, entre autres celle que 
p(t) puisse être donnée, plutôt que sur un segment infini de l'axe réel t. sur une 
ligne qui s'étend à l'infini dans le plan de la variable ¢, sous des conditions 
analogues à celles que nous avons énoncées.! 


2. Entre beaucoup de questions qui se présentent dans l'étude de l'expres- 
sion (r), il y a celle de la détermination de l'ordre a de p(t). LanDAuU [G. p. 215] 
a énoncé le théoréme suivant: 


Si a >o on a: 
é 


log | Cu) du 
a — lim — ——-., (3) 


où lim représente le maximum des limites dans le sens bien connu de Cavcuv 
et HADAMARD. 

Je vais montrer comme on peut faire correspondre au théorème de LANDAU 
un autre analogue pour le cas a «o. Dans ce cas on a: 





oc 
log Jute 
a — lim | (4) 
i-o t 
La démonstration est analogue à celle de LANDAU. 
Soit — 9 le maximum des limites dans le second membre de (4), et soit 


x>—p+e' (E positif); je dis que la (1) est convergente pour cette valeur de x. 


Soit e<e'; il existe un ¢ tel que, pour t>t, on aura 





1 Voir mon mémoire »Sur les fonctions déterminantes» Ann. de l'École Normale (3) XXII 
(1905) p. 9 (qui sera indiqué par D); E. Laxpau »Grundlagen der Theorie der Facultütenreihen» 
Sitzungsber. der K. Bay. Akad. der Wssst XXXVI (1906) p. 208 (qui sera indiqué par G); W. 
SenuxEE »Inaug. Dissert. Berlin 1908 (imprimé à Göttingen, Dict. Un. Buchdruc.) p. 59. 
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D 


| tu) du ei Pre: (5) 
' 
si t<v<w, en posant 
j= | q (t) ef(0— qt, J plu)du=olt), (6) 
D 1 


on déduit, par une intégration par parties, 


n 
I =o (w) eve) — g (v) ed) — (8 — a) | o (ies Bed: 


' 
D 


Dans le second membre de cette expression les deux premiers termes sont, en 
valeurs absolues, plus petits que e-'*(*—9 et e-"("—?, tandis que le troisième est 
plus petit que 


w 
> 


(Be) | een, 


on peut donc les rendre, pour v suffisamment grand, aussi petits que l’on voudra. 
La (r) est done convergente pour R(x) > —f. 


Inversement, soit (1) convergente pour une valeur négative —y de x. On 


peut, fixé d'avanee 6, déterminer un nombre ¢ tel que, pour t € v € w, l'on ait 


10 


ji q (t) e" dt| «o. 


D 


Puisque o(f) est convergente, je forme 


H = | p(t) dt = EIU etu , e—t dt; 


en posant 
t 


B 


f(—9.t)— | plu) e"rdu, 


D 
c 


on déduit, par une intégration par parties, 
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20 
2 i5 


H= re». new] ty | f(— y. t) e-* dt. 


D v 


A cause de la convergence de /(— y) il existe un nombre positif 5 tel que, pour 
chaque £t, |f(—y,t)|< B; donc 


IZ | «2B (ev + e-). 


En faisant tendre w vers.linfini, on déduit 


et de là 


Il en résulte done que — y n'est pas inférieur à — B; et puisque la (x) est 
convergente pour R(a)>—/ et n'est pas convergente pour R(x) « — 9, il s'ensuit 
que — f est l'abseisse de convergence: 


3. Parmi les questions auxquelles donne lieu la correspondance fonctionnelle 
(2), l'une des plus intéressantes est celle qui met en rapport le caractère asymptotique 
de la fonction génératrice pour t= avec le caractère analytique de la fonction 
déterminante, en particulier quant à la position et à la nature de ses singulari- 
tés. Il y a peu de théorèmes sur ce sujet. Nous rappelerons les théorèmes des 
n° 10, 11,17 du Mémoire D, le théorème X" à la page 217 du Mémoire G et 
les propositions énoncées aux pag. 69—71 de la dissertation de W. SCHNEE. Au 
méme cóté de la question se rattachent étroitement quelques propositions sur la 
série de DIRICHLET.! 

La proposition suivante sur le méme sujet, quoique trés élémentaire, a des 
conséquences utiles. C’est à cause de cela que je l'énonce explicitement. 

»Soit y(t) une fonction génératrice d'ordre zéro, donnée pour ¢ > c, et posi- 
tive; sa fonction déterminante g(a) soit telle que pour |v| £v 


Iq (a) &*| « 4, (7) 
A et o étant des nombres positifs. Soit w(t) une fonction limitée et intégrable 
entre c et o» qui tend à zéro pour t=. Alors la fonction 





! V. Laxpau, Acta XXX (1905) p. 195 (où l'on trouve citées aussi les recherches antérieures 
de Diricuier et PHRAGMÉN). ScHNkE |. c. p. 34 id. Rend. Cir. Mat. di Palermo XXVII (1909) p. 87. 
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oo 
la) 


f(a) = | » (£) co (£) e- dt, (8) 


t 
C 


lorsque z— Ë + in reste dans un angle V dont le sommet est zéro, qui contient 
l'axe réel positif et dans lequel À ne dépasse pas en valeur absolue un nombre 
> 


positif m, donne: 
lim x? f(x) = o.» 
z=0 
Observons d'abord que, puisque y(t) est positive, g(v) admet, d’après un 
théorème de Lawpav!, un point singulier pour «=o. Cela posé, qu'on prenne 
un nombre positif e, que l'on fixe u de manière que pour t> u soit 


& 


o(t)| «o, o = ————— 
I 34AVı+m? 


(9) 


et que l’on décompose (8) en 


oo 


(x) = fro o (t) ets dt «fs (t) c (t) e—'* dt. 


u 


La première intégrale est une fonction entière de x, inférieure donc en valeur 
absolue, pour |x|<r, à un nombre M qu'on peut fixer. La seconde intégrale 
donne 


oo oo 
] ya 


| 7 (t) c (t) et di <0; | y (t) edt, 


u u 
avec 


oo 
rs 


| 20 etai = g(9 —9(8), 


P 


et g(£) est aussi une fonction entière, inférieure en valeur absolue, pour 5$ <7, 
à un nombre N qu'on peut fixer. 
De sorte que pour |x| € r on a, 


Ka) I< 2r Jan] eg) in lel] ov potes 





mais on a, puisque x est dans l'angle V, 





1 G. p. 217 (déjà donné par l'auteur dans Math. Ann. LXI (1905) p. 548). 
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E 


<Vi+m?, 


Sri 


d’où, à cause de (7) et (9), 
lf@)al< M [ole 7 o N up. 
2. 


En prenant |z| moindre que le plus petit des trois nombres 


on aura 


En multipliant y(t) par w(t), qui tend à zéro pour t=, on abaisse donc, 
pour ainsi dire, l'infini de g(a) pour x —o. On pourrait faire disparaitre tout à 
fait la singularité si w(t) tendait à zéro d'ordre exponentiel. 


4. a). Si p(t) est donné avec les conditions du n? 1 entre t=o et l'infini 
positif, envisageons sa déterminante 


f (a) | pp (t) e— dt; (ro) 


supposons que a se trouve à l'intérieur d'un angle V dont le sommet soit un point 
c du demiplan de convergence de f(x), et dont les cótés aient respectivement les 


7U TT . Rigo 
arguments — — + 7 et —— 7, (0 DIS ap On peut sans aucun inconvénient sup- 
: 2 d 2 


D | 


poser c réel. Dans tout l’intérieur de l'angle V la fonction analytique f(x) est, 
en valeur absolue, moindre qu'un nombre m qu'on peut fixer [D, n? 12]; si donc 
on conduit une demidroite partant du point c, dont l'argument soit 9, contenue 
dans l'angle V, et si, par une intégration le long de cette demidroite, on forme 


Foz) = | f(x) e* dz, (11) 


c 


f(x) sera dans cette expression une fonction génératrice d’ordre zero et sa 
déterminante F,(z) sera une fonction analytique régulière dans le demiplan Sy, 
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en avant d'une perpendiculaire conduite par l'origine à la direction dont l'argu- 
ment est — ÿ.! 


A 7€ A , cut 
Lorsque 9 varie de — — + à ——~» dans le sens des rotations positives, le 
> 4 I ? 


Ze 
demiplan S; tournera dans le sens contraire et couvrira tout le plan z, sauf un 
angle dont l'amplitude est 2n et dont l'axe réel négatif est la bisectrice. Appe- 
lons 7 l'aire ainsi formée dans le plan z. 

»La (rr) donne la définition d'une branche de fonction analytique à une seule 
valeur, qu'on peut prolonger dans toute l'aire 7' ainsi définie.» En effet envisageons 


deux demidroites partant du point c, dont les directions solent & et 9, avec 
ZU 5 ZU 
— SO QUE fin 
2 2 


aprés avoir tracé le cercle de rayon A, nous intégrons f(x)e-2* sur le contour 
du secteur compris entre la circonférence et les deux rayons « et 9. L’applica- 
tion du théorème de Cavcuv et le passage à la limite pour À = © montrent sans 
aucune difficulté, puisque |/(zx)| « m, que 


Pu (2) = Fa (z), 


i 


de sorte que, dans les parties non communes des demiplans, l'une de ces expres- 
sions est la continuation analytique de l'autre. On a défini ainsi une branche à 
une seule valeur de fonction analytique F(z) dans toute l'aire T'. 

Mais puisque l'angle » est aussi petit que l'on veut, on peut conclure que 

»la déterminante F(z) de la déterminante d'une fonction p(t) donnée entre 
o et o avec les conditions du n° r, est une fonction analytique qui a une branche 
à une seule valeur réguliére dans tout le plan z sauf une coupure faite le long 
de l'axe réel positif.» 

Dans le cas où la (ro) a un demiplan de convergence absolue, on pren- 
dra dans le plan z le point c sur l'axe réel; on pourra alors intervertir les intégra- 
tions dans l'expression de 7 (z), 

5 
Ez) = | | e-*2e-—te o (t). dt dx 
v0 


et on aura ainsi, sous la condition R(t +2)> 0, 





! Voir mon mémoire »Sur l'inversion des intégrales définies, Mem. de la Société des XL 
(3) XV (Rome, 1909) p. 15. Avec un demiplan Sy en avant de la droite qui le limite, j'entends 


le demiplan dans lequel les segments, comptés à partir de l'origine sur la demidroite dont l'ar 
gument est — 9, croissent indéfiniment. 
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celle-ci représente dans tout le plan z, sauf une coupure le long de l'axe réel 
négatif, une branche à une seule valeur de fonction analytique. D’après un 
théorème connu!, 2:tiq(— 1) représente le saut de cette fonction à travers la 


coupure. 


b). Les fonctions régulières dans l'entourage de x — c» appartiennent à la 
classe des fonctions déterminantes, et leurs génératrices sont des fonctions entiéres 
d'ordre r au plus. Si la fonction déterminante est représentée par 


fla) — (13) 


convergente pour [x|>7r, la génératrice est donnée par 
o e 


et réciproquement, si la fonction (14) ést donnée sous la condition 
[kn] € m (r + e)", 


m, r positifs et e aussi petit que l'on veut, la déterminante est régulière dans 
l'entourage |z|» de l'infini. 


s (x) 


Remarquons, comme parenthèse, que si s(x) est une série de DIRICHLET, —— 
d 


est une fonction déterminante d'une génératrice discontinue et ne peut pas étre 
régulière pour x — w.? 
Supposons maintenant qu'on ait dans la série (14) 


a 


kb, -—(— 1» | d(u)ur du, (15) 
D 
on aura aussi 
q (t) — | à (u) et du (16) 
0 








* V. p. ex. Hermite, Cours lith. d'Analyse de 1891 p. 155. 
* On a ainsi la vérification d'une remarque faite par HurwirZ et rappelée par Laxpav. 
Rend. du Cire. Mat. di Palermo XXIV (1907) p. 132. 
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et alors, d’après le n° 4, f(x) appartiendra à la classe des fonctions détermi- 
nantes de déterminantes et sera régulière dans tout le plan, sauf une coupure le 
long de l’axe réel négatif, qui dans ce cas est limitée au segment —&....0. 
Si nous envisageons comme résolu le problème de déterminer la génératrice d’une 
fonction déterminante donnée, on aura donc résolu aussi le problème de déter- 
miner le saut d’une telle fonction f(x) à travers la coupure, et puisque ce saut 
est donné par la fonction qui permet de donner aux coefficients k, la forme (15), 
on a résolu aussi pour ceux-ci le probléme connu des moments. 

c). Soit w(t) une fonction périodique avec la période a, intégrable entre o 
et a et limitée pour tous les points entre o et a. Elle sera done limitée entre o 


et o et sera ainsi une génératrice d'ordre o. Sa déterminante 


oo 


h (x) = fo (t) e- dt 


0 
est régulière pour R(x) >o0. Mais on a, à cause de la périodicité, 


a ao 
2 a 


h(x)= | w(t) et dt + | c(t) e+e qt. 


0 0 


La première intégrale est une fonction entière g(x), donc 





h (x) = g(x) (1 


me 


- 
— 


La déterminante d'une fonction périodique est donc une fonction méromorphe 
et le numérateur est une fonction entiére de la forme (r6). 

Réciproquement, il est facile de vérifier que toute fonction de la forme (17) 
est la déterminante d'une fonction périodique. 


d). Aux fonctions déterminantes de déterminantes se rattachent les déter- 
minantes des séries de DIRICHLET 


qt)- ce ^. (18) 


Si les a, sont des nombres positifs croissants et tendant à l'infini et si la 
série a un demiplan de convergence absolue, si c est un nombre réel dans ce de- 
miplan, en prenant un nombre positif queleonque ¢, on peut choisir un nombre 
m tel que | 
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a0 
«J| —Un C 
x le, Ce take. 


n=m 


et a fortiori |p (t)|<e pour £» c, si 


py certe 


m 


Soit 


on deduit 


f (x) = 0-62 onen! te | o (t) edt, 


où le dernier terme est en valeur absolue inférieur à 


€ e—CcR(x) 


R(x ) 


On en déduit que la fonction déterminante est représentée par 





, (19) 


et à cause de la convergence absolue de la série des numérateurs, c'est une 
fonction méromorphe avec les pôles —«, sur l'axe négatif et les résidus res- 
pectifs c,.! 


5. Soit p(t) une fonction continue entre c et c» dont toutes les dérivées 
successives soient aussi continues entre c et o. La fonction p(t) et ses dérivées 
soient d'ordre fini. Soit g(t) d'ordre négatif — 4,; la fonction 


Py (t) = et q (t) 


aura l’ordre zéro. Soit la dérivée q',(f) d'ordre négatif —/,. L'intégrale 








! Le saut 2(— f) est içi zéro, mais si on envisage l'intégrale de f(x), donnée par une série 
de logarithmes, le saut est la fonction scalaire, constante dans les intervalles — 2, .... — 4543, 
o (t) 


qu'on doit envisager comme la génératrice-de — 


t 
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co oo 


f(a) — | ep(the- dt — | g(t) ettet di 


sera convergente pour Z(x)» — A,. En intégrant par parties, on aura 


re, 


Ze, 





I 
E UL (20) 
où 


oo 


h (x) = v. (t) e-*(?9 dt. (21) 


e 
.D'aprés l'hypothése faite, f, (x) est convergente pour 

R(x) > — (Ay 4-4); 
de l'égalité (20) on déduit done que — 4, est un pôle pour / (z). Puisque les dérivées 
de la fonction sous le sime | en (21) existent, on sait [D, n° 15] que si x tend 
à l'infini dans un angle V dont les cótés ont les directions —= ar Gu Ld 


[0 <n< d la fonction e**f,(x) tend uniformément à zéro du premier ordre. En 


prenant e positif queleonque, on a done, pour x assez grand, 


(GE A) lite) er T €. (22) 


Soit y',(f) dans les mêmes conditions que p(t); c’est à dire que 
Pi (f) — eht (f (t), 
d'ordre zéro, ait sa dérivée d'ordre négatif — 4,. On aura 


«, (c) Belek) S I 
EDS ipii DEA TE 








f(x) f, (x). 


oo 


f. (3) = il gulerttetmrmdt, 


c 


et en posant 
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Ch AN Ci cela 


on aura 





d’où 





oy otre SUR RE EE 
Ties ; tyra, “ (+) + a) ' (x 4 o) (x + o) he). 


Et puisque, pour x tendant à l'infini dans l'angle V, e^* f, (x) tend uniformé- 
ment à zéro, on aura pour |x| suffisamment grand: 





(% + os) (x + e) lite) ee ko EA | «te. (24) 


Cah (2 ero) (alee ay) 

Et ainsi de suite; en poursuivant de la méme maniére, avec des hypothéses 

et des notations analogues, on arrivera pour f(x)e% au développement asymp- 
totique: 

ko k 


[ee m be re (25) 





précisément dans le sens exprimé par les inégalités (22) et (24), c'est à dire dans 
le sens défini par PorNcARÉ pour les développements asymptotiques en séries 
de puissances négatives de x. 

L'applieation de ce qui précède au cas où p(t) est donnée par une série 
(18) est évidente. La déterminante d'une série de DiricHLET admet done un 
développement asymptotique de la forme (25). 

On doit remarquer que dans le cas de la convergence effective du déve- 
loppement qu'on vient de trouver, la méthode que nous avons esquissée sert à 
donner la transformation d'une fonction méromorphe avec des póles simples en 
une série de factorielles généralisées. 


RECHERCHES SUR LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES TRIGONO- 
MÉTRIQUES DES FONCTIONS ARBITRAIRES D'UNE 
VARIABLE ET PRINCIPALEMENT DE CELLES QUI, 

DANS UN INTERVALLE FINI, ADMETTENT UNE 
INFINITÉ DE MAXIMA ET DE MINIMA. 


PAR 
R. LIPSCHITZ.! 


Traduit du latin par M. Pavr Moxret, à Paris. 


Les séries qui procédent suivant les sinus et les cosinus des multiples 
d'un angle, à l’aide desquelles on développe une fonction arbitraire d'une va- 
riable sont depuis longtemps trés employées dans les diverses branches des mathé- 
matiques par tous ceux qui s'occupent de ces questions. C’est pourquoi il 
appartenait aux géométres d'étudier à fond le champ étendu de ces fonctions 
et de tracer la limite entre celles qui peuvent étre développées en séries trigono- 
métriques et celles qui ne possèdent pas cette propriété. L’eminent LEJEUNE- 
DrRICHLET s'est acquitté de cette charge, sans parler des efforts tentés aupara- 
vant par d'autres, dans son célébre mémoire intitulé: »Sur la convergence des 
séries trigonométriques qui servent à représenter une fonction arbitraire entre 
des limites données». Qu'il me soit permis d'esquisser les progrès considérables 
que ce mémoire a fait faire à l'analyse afin de rendre plus claires la nature et 
la portée des questions abordées et résolues dans ce travail. 

Le mémoire du célèbre géomètre repose sur le principe suivant: étant 
donnée une fonction arbitraire f(x), dans l'intervalle (— x, + 7) de la variable 
x, formons la série 





! Journal de Crelle V. 63 (1864). p. 296. 
? Journal de Crelle V. 4 p. 157. 
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( ta +7 
| cos æ | p(a) cos ada + cos 2% | p{a) cos 2e d a + --- 
+7 
T ; I — =a 
old 
(x)  Jrtode+Z | 


ta Tz 
v Sa 


LU 





sin x | p{a) sin «da + sin 2% | p(a) sin 2ada + -.:; 


(= A 
la somme des 2n +1 premiers termes de cette série s'exprime par l'intégrale 
définie 
I 
+7 sin (n +—| (e— x) 
eon 2 
; | PAG) —————————- da; 


TT . 
. sin — (y — 2) 


c 


— 
l9 
— 


D | H 


si cette intégrale admet une limite lorsque n croît indéfiniment, cette valeur 
limite n’est autre que la somme de la série (1). Tout le raisonnement va re- 
poser sur la condition que g(x) soit finie dans tout l'intervalle (— x, +7) et ne 
présente qu'un nombre fini de discontinuités et un nombre fini de maxima ou 


minima. On démontre d'ailleurs, la? proposition suivante: 
Théorème I. Les quantités g et h vérifiant les inégalités o € g CRE soit 


f() une fonction définie depuis la valeur ? —g jusqu'à la valeur — ^, finie, 
continue, constante ou croissante dans tout l'intervalle considéré ou bien con- 


stante ou décroissante, alors, l'intégrale 





a une limite lorsque k croît indéfiniment. Cette limite est nulle lorsque la quan- 
tité g est positive et égale à 7 f (o) lorsque la quantité g est nulle. 


On déduit de ce théoréme, sous les conditions énoncées ci dessus, que 
l'intégrale (2) converge, lorsque n croît indéfiniment, vers la valeur 


- [p (o— e) + g(a + 9); 


en désignant par e une quantité infiniment petite; il en résulte que la série 
(x) est convergente pour toute valeur de x. On lit d'autre part à la fin 


du mémoire cité, les mot suivants: »Il nous resterait à considérer les cas où les 
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suppositions que nous avons faites sur le nombre des solutions de continuité et 
sur celui des valeurs maxima et minima cessent d'avoir lieu. Ces cas singuliers 
peuvent étre ramenés à ceux que nous venons de considérer.» Et, quelques 
mots plus loin: »mais la chose, pour étre faite avec toute la clarté qu'on peut 
désirer, exige quelques détails liés aux principes fondamentaux de l'analyse infini- 
tésimale et qui seront exposés dans une autre note, dans laquelle je m'oceuperai 
aussi de quelques autres propriétés assez remarquables de la série (7)», qui est 
notre série (1). Comme il est tout à fait regrettable pour les géométres que ce 
travail n'ait jamais vu le jour, nous nous sommes proposés de retrouver les 
traces de ces recherches et d'en tirer parti dans la mesure de nos forces. Rap- 
pelons d'abord ce qu'on a pu réunir des écrits de l'éminent LEIEUNE-DIRICHLET: 
nous possédons en effet, en outre du travail cité plus haut, une autre exposi- 
tion. de la méme démonstration dans le répertoire de physique publié par les 
distingués Dove et Moser et le célèbre mémoire intitulé: »Sur les séries dont 
le terme général dépend de deux angles, et qui servent à exprimer des fonc- 
tions arbitraires entre des limites données».! 

Les fonctions y (x) qui ne satisfont pas aux conditions précédemment énon- 
cées peuvent être distribuées en trois types suivant que, dans l'intervalle 
(— zx, +), elles prennent des valeurs infinies ou possèdent un nombre infini de 
discontinuités ou un nombre infini de maxima et de minima. Il suffit d'examiner 
chaeun de ces trois cas, pour ainsi dire, en lui-méme, la réunion de deux ou de 
trois de ces cas modifiant plutót la forme que la nature et les propriétés de la 
série (r). 

On trouvera les restrictions auxquelles la fonction q(x) doit être assujettie 
dans les deux premiers cas, en cherchant des conditions telles que les intégrales 
définies qui jouent le róle de coefficients dans la série (1), aient certainement un 


sens. Dans le premier cas, si on appelle (a, b) un intervalle compris entre — x 
b 


et + a, il est nécessaire que l'intégrale [y (x)dv demeure une fonction finie et 


r 
a 


continue des variables a et b.? Soient c,, c,,...c,, toutes les valeurs de x pour les- 
quelles la fonction de x est infinie et 0,, 0,,... 0,, des quantités aussi petites que 
lon veut; on peut détacher de l'intervalle (— x, +) u intervalles partiels 
(e, —0,, €, + di), (65 — 0,, c, + 05)... . (eu — On, Cu + dx) que nous appelerons inter- 
valles de premiére espéce. Quant à l'espace restant, il est composé d'un nombre fini 





! Journal de Crelle. Vol. XVII p. 35. 
* Journal de Crelle. Vol. XVII p. 54. 
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d'intervalles d'une seconde espèce, dans chacun desquels la fonction ~ (x) satisfait 
aux conditions imposées à la fonction f(?) dans le théorème I. Pour le second 
cas, dans lequel la fonction q (x) possède dans l'intervalle fini (— x, + x) une in- 
finité de discontinuités, il est nécessaire que, si l'on désigne par a et b deux 
nombres placés entre — et +, on puisse toujours trouver entre a et b des 
nombres r et s tels que la fonction ~(x) deméure finie et continue dans l'inter- 
valle (r, s).! On déduit de là, par un raisonnement convenable, que l'on peut parta- 
ger l'intervalle (—;r, + x) en un nombre fini d'intervalles partiels dont les deux 
espèces sont analogues aux deux espèces du premier cas.* Chaque intervalle de 
premiére espéce a une longueur arbitrairement petite et contient une infinité de 
discontinuités; nous désignerons ces intervalles par les mémes notations que 
précédemment: (c, — Ó,, €, + 0,), (ea — 0,, €; + 0), 2... (Cu — dus Cu + Ou). Chaque 
intervalle de seconde espèce possède la propriété que la fonction q (x) satisfasse, 
dans tout cet intervalle, aux conditions auxquelles est astreinte la fonction f(9) 
dans le théorème I. S'il s'agit maintenant de décider de la convergence de la 
série (r) le point capital réside dans la question de savoir si l'intégrale (2) 
s'approche ou non d'une valeur limite lorsque x croit indéfiniment. Pour cela, 
attribuons à x une valeur arbitraire de l'intervalle (— x, + x) mais différente 
des nombres c, , €, . .. c: on peut toujours, dans l'un comme dans l'autre cas, choisir 
les quantités 0,, 0,, ... 0, assez petites pour que la valeur x tombe dans un inter- 
valle de seconde espèce. Comme l'intégrale (2) est étendue de —w à + a, si 
on divise cet intervalle comme ci-dessus, cette intégrale sera égale à une somme 
d'intégrales de méme forme dont les limites seront celles des intervalles de pre- 
miére ou de seconde espéce. Nous appellerons intégrales de premiére espéce, 
celles qui sont étendues aux intervalles de première espèce et intégrales de se- 
conde espèce celles qui sont étendues aux intervalles de seconde espèce. Que 
les intégrales de première espèce puissent être rendues aussi petites qu'on le 
veut, par un choix convenable des quantités 0,, d,, ... d,, quelle que soit la 
valeur de n, cela a été démontré au moins dans le premier cas par l'éminent 
LEJEUNE-DIRICHLET® mais, dans le second cas, repose sur ce fait que chacune des 
intégrales est la somme d'une infinité d'intégrales constituées de maniére que 
cette somme méme puisse étre rendue aussi petite qu'on le veut. Pour les 
intégrales de seconde espéce, elles sont constituées de telle sorte que, à l'aide 
du théoréme I, i| apparait immédiatement que chaeune d'elles a une limite 


* Journal de Crelle Vol. IV p. 169. 
? L'auteur suppose que l'ensemble des points de discontinuité est non dense et croit 
pouvoir en conclure que le dérivé de cet ensemble ne comprend qu'un nombre fini de points. 
Cette hypothèse doit être introduite dans ce qui suit. (Note du Traducteur.) 
# Journal de Crelle Vol. XVII p. 55. 
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lorsque » croît indéfiniment. On conclut de là que, lorsque n croît indéfiniment, 
l'intégrale (2) a pour limite 

I 

[p(e—a) + ple + 2) 
(où s est un infiniment petit), et cette valeur est la somme de la série (1). Il 
est done manifeste que, sous les conditions énoncées, notre série est convergente 
pour chaque valeur de x entre — x et + x, les valeurs c,, c,, ... c, exceptées. 
D'ailleurs on ne peut affirmer qu'il n'existe aucun cas où la série (1) aurait un 
sens, même pour ces valeurs particulières. Mais nous laisserons ici de côté la 
recherche de ces cas. 

Il nous reste à nous occuper du troisième cas, dans lequel la fonction 
qp (ac) est continue dans l'intervalle (— x, +) sauf pour un nombre fini de 
valeurs de discontinuités, mais possède une infinité de maxima et de minima. 
Assurément, dans les écrits de l'éminent LEJEUNE-DIRICHLET, ne se trouve au- 
cune indication permettant de frayer une route pour résoudre ces questions, si 
ce n'est les mots suivants se rapportant aux trois cas, qu'on peut lire dans le 
premier des mémoires cités!: »La restriction que je viens de préciser, et celle de 
ne pas devenir infinie, sont les seules auxquelles la fonction y (xv) soit sujette et 
tous les cas qu'elles n'excluent pas peuvent être ramenés à ceux que nous avons 
considérés dans ce qui précède.» Remarquons que la restriction dont il s'agit 
ici est celle qui concerne notre second cas et le premier cas (où la fonction q (x) 
a des valeurs infinies) n'a pas été traité avant le mémoire intitulé: »Sur les séries 
dont le terme général dépend de deux angles etc.» Aussi étudierons nous le 
troisième cas avec le plus grand soin. . 

Il y a assurément une grande différence entre les deux premiers cas et le 
troisième, car, dans ces premiers cas, la fonction p (a) est astreinte à des conditions 
telles que les intégrales définies, coefficients de la série (x) aient un sens alors que 
dans le dernier cas il résulte de l'hypothése méme que ces conditions sont rem- 
plies. En effet, désignons par a,,a,,...«,, les valeurs de discontinuité de la 
fonction q (xz); chacune des intégrales 

+T 


P 
—7 


u 
| p(«) cos nada et | pla) sin nada 
<n 
est égale à une somme d'intégrales de méme forme, prises entre les limites -- i 
et a,.a, et a,,..., a, et w et il n'est pas douteux que chacune des intégrales de 


chacune de ces sommes et par suite les sommes elles-mêmes aient un sens. Car, la 





! Journal de Crelle. Vol. IV p. 169. 
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notion d'intégrale définie repose sur le maintien de la continuité de la fonction 
dans l'intervalle d'intégration et demeure la méme si on trouve une infinité de 
maxima et de minima dans l'intervalle d'intégration. Mais on peut obtenir, de 
deux maniéres entiérement différentes, un nombre infini de maxima et de minima 
dans un intervalle fini de la variable. 

Considérons en effet un intervalle (a, b); ou bien on peut intercaler entre 
a ct b les nombres r — 0 et r + 0 tels qu'il y ait un nombre fini de maxima et 
minima dans (a, r— à) et (r + 0, b), mais un nombre infini entre r — ó et r +0, 
quelque petite que soit la distance 20 de ces deux nombres; ou bien, quelles 
que soient les quantités r et s, situées dans l'intervalle (a, b) et à une distance 
finie l'une de l'autre, on ne peut jamais trouver un nombre fini de maxima et 
de minima dans Vintervalle (r, s); ou bien, l'intervalle considéré contient un 
nombre fini d'intervalles non nuls dans lesquels l'une ou l'autre hypothése est 
réalisée. Pour abréger, nous énoncerons ces faits en disant que, dans le premier 
cas, la fonction a une oscillation pour «=r; dans le second, que la fonction a 
une oscillation dans tout lintervalle (a,b); enfin, dans le troisième, que la 
fonction a des oscillations à la fois pour certaines valeurs et dans certains inter- 
valles finis de la variable x. Nous voyons que les deux genres d'oscillations 
sont entiérement différents.! 

L'examen de tous les faits servant à établir la convergence de la série (x) 
montre qu'il est nécessaire de s'appuyer sur une proposition qui jouera dans nos 
recherches le rôle du théorème I, mais aura une généralité plus grande. C’est 
pourquoi nous nous proposons d'établir le 

Théorème II. Désignons par g et h des quantités vérifiant les inégalités 

oxg«h x^. 

2 

et soit f(?), une fonction qui, dans l'intervalle (g, k) reste comprise entre les 
valeurs positive et négative d'une constante; telle que la différence f(g + 0) — f(g) 
tende vers zéro avec 0; telle que la différence f(g 4-0) —f(g), pour g « B & h, 


ait une valeur absolue inférieure au produit d'une constante par une puissance 


h 
A St f sin kp EC 
positive quelconque de 0; alors l'intégrale | 1 (8) re. dj a une limite lorsque 
Pp 
g 





! L'auteur suppose que trois cas seulement peuvent se présenter: ou bien l'ensemble 
dérivé de lensemble des valeurs correspondant aux maxima et minima ne comprend qu'un 
nombre fini de points; ou bien cet ensemble est partout dense; ou bien l'intervalle donné est 
la réunion d'un nombre fini d'intervalles partiels de chacune de ces espèces. La démonstra- 
tion qui suit s'applique d'ailleurs à tous les cas possibles. (Note du Traducteur). 
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k augmente indéfiniment. Cette limite est nulle si g est positive et a pour 


valeur — f(o) si g est nulle. On peut établir cette proposition comme il suit. 
2 


Démonstration. On voit très facilement, à l’aide des mémoires cités plus haut 
de l’éminent LEJEUNE-DIRICHLET, qu'il suffit de démontrer notre proposition 
dans Phypothése où g—o et où la fonction f(9) est toujours positive dans 
l'intervalle (o, A). En conséquence, nous l'établirons seulement pour le cas où, 
dans l'intervalle (o, h), la fonction /(P) satisfait aux inégalités o < f(g) « A; où 
la différence f(0) —/(o) a pour limite o avec 0; où la différence f(g + 0) —f(P). 
pour o<ß<h demeure en valeur absolue, lorsque 0 décroît, inférieure à l'ex- 
pression Bo*, les signes A, B, a désignant des quantités positives; l'intégrale 


h 

i sin kp 
3 S= eee 
(3) ATTE dg 


577137. TU Ar ss 
ossède alors la propriété de converger vers — f(o) lorsque la quantité positive 
= 1 I 


k croît indéfiniment. Nous nous servirons des notations utilisées par l'éminent 
LEJEUNE-DIRICHLET dans le mémoire qui se trouve dans le répertoire publié 
par les distingués Moser et Dove et nous en extraierons quelques formules. 
En cet endroit, en supposant & égal au nombre impair 27» + 1 (et l'introduction 
de cette restriction est sans importance pour le théoréme II et suffit dans la 
suite), on trouve, de la manière la plus simple la valeur de l'intégrale 


(4) 


: 5 TT 7 TT 
Si on désigne alors par —-,le plus grand multiple de j Contenu dans A, l’inté- 


grale S se partage en r + 1 intégrales aux limites o et = 2 et =. Ace 2 et h 


et Vintégrale (4) en un certain nombre d'intégrales comprises entre des limites 
analogues; il vient ainsi 


(5) Si hey (5), 
* i 

m v—1 3 sin ep | à 

(6) Ry=(—1) | RT d 


(vl) 
k 
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ZU 
(7) scu t 0; — 04 , 
va 
: k 
sin hf 
8 a =(—1) | —— dg 
(8) ( ) sin p : 
(v—1)z 





(9) D «o < 





et, si 2m désigne un nombre pair quelconque inférieur à 7, on a 


IT 
| =i Oy — ee 
(10) 
TT ‘ 
ERS Om Ont: gees + 02m—1 — 92m + 02m 41; 
2 


et, il en résulte pour la quantité o 
SL 





Tt 2 I 
ya = r^ u 
(1o ) 2i > 2 i k o 7U 
sin L 


Nous avons encore besoin pour notre recherche de porter notre attention sur la 
somme composée de parties positives 


Qvi + @+2 + 505 + Out, 
dans laquelle »>1 » <r, et de trouver une limite supérieure de la valeur de 
cette somme. Comme, dans l'expression (8) de la quantité o,, le facteur sin kf 


ne change pas de signe dans l'intervalie d'intégration et ne dépasse jamais 
l'unité, on a 


dou Von déduit la limite cherchée 
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Vt 


ip / 
(11) Qv+1 t Ove + c + Qe < | = log tg = 


sin f 


jt 
k 


Posons alors 


[|$— 5 —R, 3p mower Fio a — Rom 
(12) 
| Ine eal EL CUR a M 


de sorte que l'on a 


pe in S—s' +8" 


et voyons comment se comportent les sommes S!' et S" lorsque le nombre k croît 
indéfiniment. Dans ce but, nous raménerons à une forme un peu différente 
l'expression. Ray — Ry+42 qui, si t<m est une partie de la somme S! et si {> qm 
est une partie de la somme 8”. Par l'introduction dans l'expression de A, de la 
nouvelle variable 7 — kg, il vient 





























aM y dy ^ (v — x) z + y sin y dy 
I qm cmo (er =e | | dul "3 |- : ^" 
2 4 Mi sin 7 £ t sin rampe ur 
(v—1)x k 0 Y k 
d'où 
al f E | j E Fra 2] 
- k k | {sin ydy 
Rs D Ro => — —: ue. 4 if 
[o an ee ein 228 47 i, GEE I)e ty ^ ok 
DE k k 
ou mieux 
[ Rat+ı — Rats = 
=: (fr [ur meer I E 
2 k k . 2lz t y 
Y k 
1 2 sinegdiy 
CES Da + >] k 
(16) | sin EU = 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 14 décembre 1912. 
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+ ài s sin ydy 
Seien) | k 
sin ——— 
| k 
Comme les facteurs qui entrent dans ces deux intégrales 
I iE : I I 
SSE SITY eb + = - 
UOTE ny en (22 x)ve- u in 2im y snm (2t 3- x)zm-by 
8 - Ss -— — — —- sn ————- 
sin i L i k 


demeurent positifs dans le champ d’intégration, on pourra estimer Ja valeur de la 


217 y 2 7 
première intégrale, en remplaçant le facteur f E + [Ee] par une 


quantité plus grande ou plus petite et la valeur de la seconde intégrale en rem- 


plaçant le facteur f oe — [2 aap | par une quantité plus grande 


ou plus petite. Il y a lieu d’opérer différemment suivant que t<m ou t>m. 
Dans le premier cas, ne se trouvent sous les signes d’intégration de la 
formule (16) que les valeurs de la fonction f(9) qui correspondent à l'intervalle 


| : Si nous désignons par f(o) + Ale maximum absolu et par f (0) — u le 
minimum absolu de ces valeurs qui, par hypothèse, sont positives et inférieures 


Lupe meer 


k p 
. À Lu : : 
est comprise entre + ( = et on obtient les relations 


N : 2 I 
à A il est clair que la somme i( 
2 2 


entre f(o)—u et f(o) +4, que la difference 7 


2 


À À + 4 
Roi41 — Foig2 € [f (0) + A](Qot41— 92142) + E (02441 + 09142) 


(LM m; 


À +u 
—— (02441 + 02142). 


Roi — Rotse > (f (0) — ue) (Q2t41 — 92142) — 

Dans le second cas, où {> m, sous les signes d'intégration de la formule (16) ne 

se trouvent que des valeurs de f(g) correspondant aux valeurs de # comprises 
atm I ‚[ (26-1) 

2 i) E | pe 


Ro : : = 
entre L et h. Rappelons alors que la somme E Î | p = k 
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are . ros + ay . . , T 
est positive et inférieure à A. Pour estimer la différence f | 


2L E y 
k [s 
E [ees / 
2 k 


est permis de supposer le nombre £ assez grand pour pouvoir utiliser l'hypothése 


| dans laquelle y prend toutes les valeurs entre o et TT, il 


faite sur la différence f(9 + d)—f(2). En effet, puisque la valeur absolue de la 
différence f(8 + d)—f(3), si o « 8 « h, devient, lorsque à est une quantité posi- 


atm d y.2ms 


k k 


? 


tive décroissante, inférieure à Bd° et que, dans notre cas, on a 


3 mn [ete te 


; 137 I / : 
on voit que la différence zn == I | est comprise 


E 
ie k 


2 
7U 


k 


entre les limites + - 8 | | . On obtient alors les relations 


I ZU NS 
Rot41— Raty2 < A (02441 — 02042) + 24) fa (02441 + 09142) 


| 
| Rot41 — Ratza > > B (:) (02441 + 02442). 


z 


Nos formules (17) et (18) sont applicables à toutes les parties des sommes S! 
et S", excepté R,+ı si r est égal à un nombre pair 2g ou l'expression R,— R,,; si 
r est égal à un nombre impair 29 +1. Comme il résulte des hypothèses que 
R,>0, Hai20, E,«Ao., RBrrı< Ag, Orai<or, il n'est pas douteux que la 
quantité R,41, si r—2q, la quantité Rr— Hy, si r— 2q + I soient comprises 
entre les mêmes limites + 40». On peut donc évaluer de la manière suivante 
les sommes S’ et 8" 





^ h 
S' < [f (0) ar 4] (e, dori 25 02m—1 — 02m) + a E (0, 3E 0» QI ODE 02m—1+ 02m), 
; A+u 
S > [f (0)— ](o, ==107 AF s Ne EIS 02 m—1^"- 025) Re FES (0, ar 0; kis u$ ES 02m—1 + 02m), 
(19) 
I 7b S 
S"« A (02 m+1 — Q2m42 + "+ 0-1 — 029) af 5 B (7) (02 m+1 © AOC à 024) + À 02g, 
ere B (r (Q2m41 +: + 924) — A Qa. 


Maintenant, des formules (9), (ro), (ro?), (11) découlent les suivantes 
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( = Ds ET «o piti denos iq palet aos 
| 2 Eau 2m ! ? S x 2 
ps I 2 I 
amit — Geman o heu A p sup BC eS TR 
SI "E sin DIDA) 


| 


j IC DIT MIT 7U 
01 dr 0» d» 02 m—1 zi 02m < zi air DER IE log tg 7 — leg tg m 


7b MIT 
| 02 m+1 RS CE 029 < log tg a E log tg VA a 


qui, substituées dans les formules (r9) donnent les nouvelles formules 




















EE 44 REMC TG OT: mz a 
S'<[f(o) + A17 ao 5 (: + EIS + log tg m BRE 
sin 
" 2 I A+ eA. m i 
S Ne” 2 ima a ( + Em us log tg I log tg 0] 
| k HART 
(21) « 
qne I p[ty pl DIE Zum) Lom: 2 ; 
2 2 BIE [log tg k ls k ] + 4 Ger RT 2m zt 
sin ———— sin 
k k 
"siga gin mae 42 Te 
a Bl, [log tg k logre k | cm . (29 —1)x 
| sin oe 


Pour conclure de ces relations l’exactitude de notre proposition, nous donnerons 
à m une valeur fixe, tandis que le nombre £ croitra continuellement. Par hypo- 
thèse, la différence f(0)— f(o) peut être rendue, lorsque d decroit, aussi petite 
que lon veut, f(o) +4 est le maximum absolu, f(o)— ı le minimum absolu de 


la fonction f(g) dans l'intervalle (0, om) et la quantité ax décroit continu- 


ellement, done les quantités 4 et u ne peuvent pas ne pas décroitre elles-mêmes 
indéfiniment. D'autre part, en utilisant des principes d'analyse connus, on 


peut écrire 
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ss log tg ' Ta : log t Red fer log 2m + w, 
1 Te ae - 


D 
D | H 
H 


c 
m 
un 
= 
- 
S 
ez 


— y +w 
t sin n 


ah 


IR: (29—1- 
le 


— 


où les signes w, w', w", ww" désignent des quantités qui tendent vers zéro lorsque 
k croît indéfiniment. En tenant compte de ces dernières formules, les relations 


\ 


(21) peuvent être ramenées à la forme suivante 











[us ional + : E = I 4 = + log 2m + DE 
| S' »[f(o)—u] 5 ES u) i = = [= + E + log 2m + v). 
(23) 4 
! | se Ble) (108 te > log, + = dul nen wae 
TC ET te) 





Remarquons que, dans ces formules, l'expression 


qu'on peut écrire 


7| 


h k 
B 5) (log te ^ tg - — log m) +} an = tB M log = 


D IH 


peut être rendue aussi petite qu'on le veut, lorsque & croît indéfiniment, parce 


h i 2 
que la somme log tg ; — log m garde une valeur constante, tandis que la puis- 


a r a Q 
sance (2) décroit et, enfin, parce que la fonction (x) log Es bien que le facteur 
7t 
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k ; Nr M À T 

log croisse indéfiniment, décroît elle-même pour toute valeur positive de a. 
7U 

Et c'est ici que se trouve le point essentiel de notre démonstration. Si en 


i/, i", 3" des quantités tendant vers zéro lorsque k 


43:740 41:3 | 


effet, nous désignons par ı 


augmente indéfiniment, nous obtenons les formules 


2 a : 71 A 
S < o 1 Soy 7 
‘ 2 A yee à ee (o) m ; 
(24) 
S A nl S" > — 1". 
m t 


' Mcd , 
D'où l'on voit que, pourvu que m prenne une valeur telle que la quantité —— soit 
! m 


7 
inférieure à un nombre arbitrairement petit, ce qui est manifestement toujours 


. a T) cM pe m 
possible, la somme S' est comprise entre des limites qui diffèrent de Ko) 


2 


d'aussi peu que l'on veut, et la somme S" est comprise entre des limites aussi 
voisines de zéro que l’on veut. Donc, puisque lorsque k croît indéfiniment, la 


= RTE TU « E D . fe LE 
somme S' a pour limite —f(o) et la somme S" a pour limite o, il est évident 
2 


4 » 1 "hop ^ s 2 
que la somme S=S' + S" a pour limite —f(o). C’est ce que nous voulions dé- 
2 


montrer. 
En possession d’une démonstration rigoureuse du théorème IT, nous sommes 
en mesure de mieux connaître la manière dont la série (1) se comporte dans 


notre troisième cas. Elle est, en effet, convergente et a toujours pour somme 


= [p(x—e) + px + e)], en désignant par e une quantité infiniment petite, quelle 
que soit la valeur attribuée à + dans l'intervalle (—:;r, + x) et cela, lorsque la 
fonction p(x) présente des oscillations pour certaines valeurs particulières de la 
variable et méme dans tous les cas, sauf une exception, où la fonction (p(x) pré- 
sente des oscillations dans certains segments finis de l'intervalle total. Cette 
exception se présente lorsque dans un segment fini, bien que la différence 
( (x4 0)—g(x) tende vers zéro avec 0, puisque la continuité est conservée 
dans ce segment (c'est d’ailleurs la définition méme de la continuité),! cette 
différence diminue cependant de telle sorte qu'on ne puisse trouver aucune puis- 
sance positive de à qui lui reste supérieure pour toutes les valeurs de la variable 
contenues dans ce segment. C’est ce qui arrivera évidemment si p(x + 0)— q (x) 





1 Journal de Crelle. Vol. IV, p. 159. 
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ER à Bs : I Xt 
décroit de la méme maniére ou plus lentement que la fonction ‚Dial 


log 
€ 


leurs la démonstration demeure valable si, dans les segments où la fonction q (x) 
a une oscillation, il arrive que, pour des valeurs particulières de la variable x, la 
différence q (x +06) — q (x) se comporte comme il vient d’être dit. 

Ce cas d'exception écarté, on pourra toujours partager l'intervalle (— ;r, + 7) 
de la fonction (x) en un nombre fini d’intervalles partiels dont on obtiendra 
les extrémités en rangeant par ordre de grandeur 1° les valeurs de la variable 
x pour lesquelles la fonction q(v) est discontinue, 2° celles où la fonction a 
des maxima et minima isolés, 3? celles où la fonction possède des oscillations, 
4° les limites de segments dans lesquels la fonction a des oscillations, 5? en- 
fin, les valeurs isolées, lorsqu'elles se présentent dans des segments de cette 
espèce, pour lesquelles là différence q (x + 0)— gy (x) décroit plus lentement que 
n'importe quelle puissance positive de 0. L'intervalle d'intégration de l'inté- 
grale (2) étant alors divisé de la méme facon, l'intégrale (2) devient égale à une 
somme d’integrales de méme forme dont chacune a une valeur limite lorsque k 
croît indéfiniment, limite que l'on obtient facilement par l'application soit du 
théoréme I, soit du théoréme II; les conclusions annoncées en résultent. 

J'espére pouvoir étudier à un autre moment et dans un nouveau mémoire 
la manière dont se comporte la série (1), dans la dernière hypothèse. 


Ecrit à Bonn, le ro Avril 1864. 


1 Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die in verkehrten Verhältnisse des Quadrats 
der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungskräfte. Art. 16. Gauss. 
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SUR LES FONCTIONS A UN NOMBRE FINI DE BRANCHES 
DÉFINIES PAR LES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES DU 
PREMIER ORDRE. 


PAR 
J. MALMQUIST 
à STOCKHOLM. 


Les fonctions analytiques les plus simples sont les fonctions uniformes et 
les fonetions à un nombre fini de déterminations. Les fonctions les plus impor- 
tantes de cette classe satisfont à des équations différentielles algébriques de forme 
simple. Il est donc naturel de se poser la question d'étudier toutes les fonctions 
de la classe considérée que l'on peut rencontrer par l'intégration d'équations 
différentielles algébriques, et en particulier le probléme suivant: 

Étudier les propriétés des intégrales d'une équation différentielle algébrique 
quand chaque intégrale est une fonction à n déterminations au plus. 

Brıor et BovQuET ont étudié ce probléme pour une équation différentielle 
du premier ordre de la forme 


/ et de y, Mais ne contenant pas 


dx 


x,' et ils ont montré que, sous la condition posée, y doit être ou bien une fonc- 


: 2 a 2 dy 
F étant une fonction entière et rationnelle de — 


tion algébrique de x, ou bien une fontion algébrique de e?7, ou bien une fonc- 
tion algébrique de p(ga),g étant une constante. 

C’est M. ParNLEvÉ qui a abordé le probléme pour une équation différen- 
tielle du premier ordre sans faire aucune supposition sur la forme de l'équation.* 
Les méthodes qu'il a proposées pour la solution du probléme consistent à l'étude 
de l'intégrale générale comme fonction des valeurs initiales, et il vient facilement 

! Brror et Bouquer, Integrations des équations différentielles au moyen des fonctions elliptiques 
(Journal de l'École Polytechnique, t. XXI). 

? Painteve, Lecons de Stockholm, et Note sur les équations differentielles du premier ordre dont 
l'intégrale générale n'a qu'un nombre fini de branches, publiée dans le livre de M. Bourroux, Lecons 
sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre (Collection de mono 
graphies sur la théorie des fontions publiée sous la direction de M. Eure Borer). 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 31 janvier 1910. 35 
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au but quand il suppose que chaque intégrale admet le méme nombre de déter- 
minations, sauf peut-étre certaines intégrales exceptionnelles formant un ensemble 
dénombrable. Pour démontrer que les intégrales exceptionnelles forment effec- 
tivement un ensemble dénombrable il a tenté deux méthodes différentes, mais il 
n'a considéré que des cas particuliers, et il ne semble pas que ses méthodes puissent 
donner la solution du probléme dans le cas général. 

Dans le mémoire présent nous allons traiter le probléme en question par 
une méthode qui est de tout autre nature de celle de M. PAINLEVÉ. Nous ferons 
appliquer les résultats intéressants de M. Bourroux concernant la croissance des 
intégrales d'une équation différentielle du premier ordre!, à étudier la nature 
d'une intégrale à un nombre fini de déterminations. Nous arrivons ainsi non 
seulement à résoudre le probléme de M. PAINLEVÉ, mais aussi à fixer le caractère 
de toute intégrale particuliére qui est une fonction à un nombre fini de déter- 
minations. De plus, nous aurons un résultat général sur la nature de certains 
points singuliers. 

Pour obtenir une théorie compléte nous exposons dans le premier chapitre 
les résultats de M. Bourroux; dans le second chapitre nous les appliquons au 
probléme considéré. . 

La méthode s'applique à une équation différentielle d'un degré quelconque 


par rapport à zo mais nous n'étudions pour le moment que l'équation suivante 
dx 
. ; dı 
du premier degre en 
> da 


dy  P(x,y) 
dz Oa Na) 


P,Q étant des polynomes en ®, y. 


(1) 


I. Les résultats de M. Boutroux. 


1. Pour être complets nous rappelons certains résultats classiques que l'on 
a obtenus pour l'équation (1) et dont nous aurons besoin dans la suite. Partons 
du théorème fondamental de CAUCHY: 

Si x, y, sont des valeurs finies telles que Q(x,, Yo) < 0, il existe une seule série 
de puissance de x — x, qui converge dans un certain cercle, qui satisfait à l'équation 
différentielle et qui se réduit à y, pour x — xs. Si Q(x, y) 4o pour [x—x,|<r, 
2 ^ 
d YI < M pour ces valeurs de x,y, la série converge au 

E 


moins pour |v —x,|«r(x—e ?Mr). 


ly— y et si 








| Bourroux, Lecons sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre, 


p. 39—54. 
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Faisons le prolongement analytique de cette série le long d’un certain che- 
min jusqu'à ce que l'on rencontre un point singulier. Soit a ce point singulier 
et désignons par y la branche définie par les prolongements successives. On con- 
elut facilement que l'un des cas suivants doit avoir lieu: 


I) on a lim y — avec Q (a, b) — o, 
ze( 


2) on a lim y — o, 
T=a 


3) y ne tend vers aucune valeur déterminée (finie ou infinie) quand x tend 
vers a. : 

En s'appuyant sur le théorème de Caucuy, M. PAINLEVÉ a démontré le 
théorème fondamental que le troisième cas ne peut avoir lieu que si a est un point 
satisfaisant à l'une des conditions suivantes:! 

1) Q(a, y) est identiquement nulle, 

2) les équations P(a, y) —0, Q(a, y) —o ont une solution commune, 

3) posant y — * on aura une équation nouvelle, soit S eei JE on a 

SET duco (az) 
P, (a, o)= 0, Q, (a, 0) — o, 


4) Si a — » on pose w= x et pour l'équation nouvelle, # — o doit satisfaire 


x 


à l’une des conditions précédentes. 
Supposons que a soit distinct des points £ en nombre fini définis par ces 
conditions. Si l'on a limy —b et Q(a, b) =o et si y — b est racine d'ordre » de 


r=a 


l'équation Q(a, y) — o, on démontre facilement qu'il existe une série de la forme 


I 1 
(x — a)" Z lo — Den 
avec $(o) #0, telle que 


y —b-4 (x—aytq (x Hi) 


1 
pour une certaine determination de (@e—a)"*. 


Si l'on a lim y = c, on pose y FS Q, (a, 0) =o on aura une égalité de la 
z=a 
forme 
z = (2 — a)" B(x— a), B(o) #0 
d’où 
y={(x—a)"Ÿ, (x — a). 


Si Q,(a, o) —o et si z —o est racine d'ordre » de l'équation Q, (a, z) — o, on 
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1 | 1 


y—(x—a) "+18 |(æ- a) vi), (0) #0. 
On peut donc énoncer le théoréme suivant: 


A Pexception des points E, une intégrale quelconque de l'équation (1) ne saurait 
admettre d'autres points singuliers que des points singuliers algébriques. 


Il est à remarquer que les séries rencontrées toute-à-l'heure sont parfaite- 
ment déterminées par le point « et par leurs valeurs initiales pour z — a: p. ex. 
1 1 
si Q(a, b) =o il existe une seule série b + (x — a)'*! 3 li _ ay) qui satisfait à 
l'équation différentielle. 
2. Abordons maintenant l'exposition des résultats de M. Bourroux. Nous 


considérons d'abord l'équation suivante 


(x') ay 21 
— d, y? + a, y Iz ossis 
di oY iy p 
,, 4... étant des fonctions rationnelles de x. 


Il s'agit d'étudier la croissance des intégrales dans le voisinage d'un point 
E. Pour simplifier l'écriture nous supposons que £ = o. 

En général, il existe des points singuliers dans le voisinage de x — « pour 
lesquels l'intégrale devient infini. Pour obtenir une exposition plus claire nous 
considérons d'abord un cas particulier où de tels singularités n'existent pas. Plus 
précisement, nous considérons une branche d’intégrale que l'on définie en partant 
d'une certaine série de puissance qui satisfait à l'équation (1') et en faisant des 
prolongements analytiques de toutes les maniéres possibles le long de chemins à 
lextérieur d'un certain cercle |v| — r; et nous supposons que cette branche n'a 
aucun point singulier à distance finie. La branche ne sera pas nécessairement 
uniforme. un nombre fini ou une infinité de branches uniformes peuvent s'échanger 
quand x tourne autour du point a= c. Désignant la branche par f(x) nous 
démontrons le théoréme suivant: 


Théorème A’. // existe un nombre v tel que toute determination de f(x) satis- 
fait à l'inégalité 
LA G)|< tete 
pour tout point x à l'extérieur d'un cercle |x|— R assez grand. 


Posons 


M I . 
Qi = x apr ap = ee is a9) » o (t= 0,1,. 9) 
2b 


les séries étant convergentes si |v| est assez grand. Le second membre de 
l'équation (1') s’ecrit donc 
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1 I I 
y? ajo PT Eau) +... + = to fat) + am) — 4 
4 y © 


: ap [a^ 4 a! Tus | 
y" p P 4 


y? x (at + px, y)), 
et si y satisfait aux conditions 


ly 2:7) +e (G—=1,...p) 


& étant un nombre positif, et « est un nombre positif plus petit que les nombres 
set 1, p(w, y) satisfait à l'inégalité 


|o Gs wl<lel- 


si |x| est assez grand. Supposons que ceci a lieu pour |x| > r. 
Les conditions pour y sont remplies si l'on a 


Iy| z Io p 
o désignant le plus grand des nombres 


; (As) (e = y. op). 


Maintenant, trois cas sont à distinguer: 

1) on a [f(z)| «|x|v** si |v| est assez grand, 

2) on a |f (x)| 2. |x|»** si |x| est assez grand, 

3) on a tantót l'une, tantót l'autre inégalité dans un entourage arbitraire- 
ment petit de v= c. j 

Nous démontrons que c'est le premier cas seul qui peut avoir lieu. Consi- 
dérons d'abord le second cas, en supposant que l'inégalité |f (x) | > [æ[°* ait lieu pour 
|v|»7. Nous allons tirer certaines conclusions qui aboutissent à une contradic- 
tion, si e satisfait à une certaine inégalité que nous écrirons dans un moment. 

Soit y — P(x—2z,) un élément de f(x), ]a,| étant plus grand que r, 7’. Inté- 
verant l'équation 


yg n 


SEC D ato: ; 
Su (al) + q (x, y)) 


on aura 
E E 
—g-o—-9-pyy-0—-0-—(p—r)at? | a^d« + (p — 7) | veop(a, y)dæ, 


Zo ro 


où y, = (o). 
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La première intégrale se calcule immédiatement. En la développant suivant 
les puissances de x — x, on voit qu'elle peut s'écrire 


(zx — a) vie b t, le =) 


et que 
- |/ s +) | a ke! 


"| zzzi, étant un nombre positif indépendant de x,, x. 





x 
pour 


vy 
Nous prenons |x,| assez grand pour que &|x,| soit plus petit que [x,[—r, 
|] 7. Si a—a,|<e']a,| on aura done, pour la seconde intégrale, en suppo- 


sant que l'intégration soit effectuée le long d'une ligne droite 


T E x 
D > 


jew (e.g de] < [lay (eo, pie < Tot [del < re ol 


' * 
To To Lo 


k, étant le plus grand des nombres (1 + &)»-*. 
Si l'on écrit 


-y7 (p——1)r Jost — (p- 1) al) (x — ©) a (x + oq, (252) 
il résulte que 
2 I k, E ! 
|p, (x,2,)] € ke! + la. < 2ke', 
si Ja | est choisi suffisamment grand. Comme on a, d’après la supposition, 
ly)» |o, p** on aura done 
|y (px) far fer 2% ase Gr — 2e) — pas [7o 


Nous supposons le nombre ¢' assez petit pour que 2ke'< 1, et en prenant x 


sur la circonférence 
|e— xy | hla, [40D tir 9), 
de manière que l'inégalité précédente s’écrit 
|y|-9—-? > [A (p — x) |at? |(x —2&&) — x]|z, |- e»t * 2, 


nous supposons que 7 a une valeur fixe telle que 
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h(p— 1)|at?|(x — 2ke')> 2. 


Comme on a supposé dans le précédent que x satisfait à l'inégalité 
|a—a,|<e'|a,|, il faut que l'égalité [x — «| — A|v,|- "7 ? 9 +) ne soit pas en 


contradiction avec cette inégalité. A cet effet il suffit que s satisfait à l'inégalité 
— Ay — (p— 1)(o + e) <1, 


et que |x,| est plus grand qu'un certain nombre, qui dépend naturellement de 
la valeur de Ah. 
Si x est un point quelconque sur la circonférence |x— x,|—A |», |" = 6*9, 
il résulte que l'on a 
|y [-0-» E |o, [|-6— 0 G7 8), 

d'oü 

Iul & posl **. 
D’après un théorème de Caucay-WEIERSTRASS on en conclut que 

Iv] < [to |^ ** : 
Or, ceci est contraire à l'hypothése, et il est done démontré que le second des 
trois cas énumérés ne peut pas avoir lieu. 


Par des raisonnements analogues on démontre qu'il en est de méme du troi- 
sième cas. En effet, supposons que l'on ait |y,| > |z; |^* *, y, étant l'une des valeurs 





de f(x) pour z— c, et |v,| étant assez grand, et considérons l'élément y de f(x) qui 
pour x = x, devient égal à y,. De l'inégalité |y,| 7 |z;|^* * nous pouvons conclure que 


l«l°* 


€ 
l'inégalité |y|> doit avoir lieu pour |r— z,| « A |o, |-?»- (»-5(*9, si K dé- 


signe le plus grand des nombres K,(r + 2')°+', A, étant défini par l'égalité 
K P=1— hp —1)|a | (1 + 2&2) +7. 


On voit d’abord que la dite inégalité a lieu dans un certain entourage de 
2—=2X,, Supposons qu'elle ait lieu pour |a—a2a,|<o<hla,|-*-@—-Vot8, Par 


lzp* 


t 
suite, on a |y|> x pour |®— x,|< oe. On en conclut que, pour ces dernières 


valeurs de x, q(v,y) «|v|-*, si |x,| est choisi assez grand. Par suite, on peut 
répéter les raisonnements qui nous ont conduits dans le cas 2) à l'inégalité 
|p, (æ&,x,)|<2ke'. On aura done 


Lt 9-9 <(p— x)[at?|[z — a, |Ja, f(x + 22) + |a, [- (7062 
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« [A (p — 1)|at? |(x + 2ke') + 1] la |- —9 (€ * 5, 


d'où l'on conclut que 


4 2 Ts 

PE TRA: 

Cette inégalité a done lieu non seulement pour |r— z,|« o, mais aussi pour 
|x— v,|— o, par suite, -elle a lieu dans un cercle plus grand. De proche en 
proche on voit qu'elle doit avoir lieu pour |x — x,| « ^ |z, [-^»- 9 (2, 

Par les raisonnements du cas 2) on aboutit done à l'inégalité [y,| « |v,|" * *, 
qui est en contradiction avec l'hypothése. 

Par là, le théorème 4' est démontré, le nombre 7 étant égal à 6 + e; & est 
un nombre positif satisfaisant à la seule inégalité — 4, — (p — 1) (o + €) < 1 écrite 
plus haut. 

3. Nous considérons maintenant le cas général oü il existe des points singuliers 
dans le voisinage de v — «c. Soit x un point dans le voisinage de x--« et soit 


y= (z— Xx) "EE B (i — ze] 


l'intégrale qui a le point singulier x. Nous démontrons d'abord le théorème suivant: 


Théorème B'. Si h est un nombre donné quelconque et si |x| est suffisamment 
1 
grand, la série 35 i — z)s-i] converge pour 


Ja Ai | < Rx Note), 
Supposons que le rayon de convergence o soit plus petit que A |v|-^v-(—9»(*20. 


: -— ; A T ara mg : 
En raisonnant comme au n:o précédent on voit que l'inégalité PE a lieu 


K 
^ = , ^ r = ^ I 
pour |x— x|<o et que l’on a, pour ces mêmes valeurs de 2, |q, (x, x)| « 2 kc, 
p(w, v) étant définie par l'égalité 


—y 7D = (p— 1) af) (x — 2) a?^«(x + pi (8, a). 


Si l'on prend o'« e, il existe done un nombre G (qui dépend de z,9') tel 
1 
que |y|<@ pour toute détermination de (x— x)?-! et pour o «|x— x|<e. Or, 
il existe nécessairement sur le cercle [x — | — o. un point singulier a, tel que 
1 
lim y—=», si l'on choisit une certaine détermination de (x— z)?—!. Cette con- 


T= Ti 
tradiction démontre le théorème. 

Nous prenons maintenant le nombre % de manière que A (p— r)|a(?|» 2, 
et nous démontrons le théoréme suivant: 


Sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre. 305 


Théorème €. Soit Y(x—x,) l'intégrale qui pour x — x, devient égale à y,. 
Si |a, | est assez grand et si la série BP (x — x,) converge pour |x — 2| « A |x, |-7»- (9-0 (6*0 
on a nécessairement |y,| € |x,|^**. 

Nous prenons le nombre @ de manière que A(p — 1)|at? |(x — 2ke') > 2 et 
nous supposons que l'on ait |y,|>[a,|°t®. En raisonnant de la méme manière 
qu'au n:o précédent, on aboutit alors à l'inégalité |y,|<|a,|°+®. Cette contradiction 
démontre le théoréme. 

Nous avons énoncé les résultats de M. Bourroux sans introduire la notion 
d'une surface de RrEMANN appartenant à une intégrale donnée. C'est ce que 
nous avons fait parce qu'il y a, en général, une certaine difficulté à concevoir 
une telle surface. Mais si on introduit la surface,! on peut énoncer, avec 
M. Bourroux les résultats précédents d'une manière plus intuitive. Considérons, 
pour chaque point singulier x d'une intégrale, un cercle sur la surface de Rre- 
MANN, ayant le centre x et le rayon k|æf-#-®—1{6+4, On conclut facilement 
du théorème B' que deux cercles correspondants à des points singuliers x assez 
éloignés n'ont aucun point commun, et on conclut du théorème C' que l'inégalité 
Iy| E |v|9** a lieu à l'extérieur de ces cercles si |x| est assez grand. 

4. Nous étudions maintenant l'équation générale (1). Il est permis, comme 
on le sait, de supposer que les degrés p, q des fonctions P, Q par rapport à y 
sont liés par la relation p=g+ 2. Car si cette relation n'est pas remplie, on 


obtiendra, par la substitution y — « 4 = une équation différentielle pour laquelle 


elle a lieu, si « est une constante telle que P(x,«) et Q(r,«) ne sont pas nulles 
identiquement. | 

Supposons que «= soit un point 3 et étudions la croissance des intégrales 
dans le voisinage de ce point. Posons 


P(e sy) ayy? Et Pa, 
Q(x, y) = boy? +--+ bg 
et 


I T " : 
ai P aea ess), ammo (i—0,1,...1) 
HA 


B (n NOE +), BY) 20 (i=0,1....q) 


1 Voir Poıncart, Bulletin de la Société Mathématique, 1883, et Acta mathematica, t. XXXI. 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 3 février 1918. 39 
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les séries étant convergentes si |x| est suffisamment grand. En posant 


et en supposant que 
IyI [2] **, 


où o désigne le plus grand des nombres 


I s 
; (tts — tt) (6 =1,...9) 


et e un nombre positif, on voit que l'inégalité 


Io (x, y) «lel * 


. 


a lieu si |v| est assez grand, ¢ étant un nombre positif plus petit que Jes nom- 
bres &, I. 

L'équation Q (x, y) =o donne, dans le voisinage de x — c un certain nombre 
q de séries 


Ve 


1 1 | 
: y u a 
po — ax" I Hoe (AS UTE ee E) 


MET ; : CAL : 
Nous posons y=) + —, et nous aurons pour z une équation différentielle 


[2 


de la forme 


dz GjZP + + Ap; 
dz. byj,22 +. ba" 


si »; désigne l’ordre de multiplicité de la racine 90) de l'équation Q (x, y) — o 
pour une valeur quelconque de x. Posons 


we (HW 5 . 2 
aij — x lat? + ax Pu zu aj)rzo ($—0, r,...p) 


1 


r. 


ala + pe e] eo (nn 


les séries étant convergentes si |v| est suffisamment grand. 
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Ecrivons l'équation différentielle pour z sous la forme 
; (0) 
dz 7; 42, 70$ — yj ( Roy 
C ME À + pj (x, 2) 
dx pO, Jj , 


et supposons que 
le s [x 5*5, 


ou o; désigne le plus grand des nombres 
dem ; 
; (As — Aga)! (WT, 22D) 


Fy, (is tenga) (= + 1, g) 
J 


et ¢ un nombre positif. Si « est un nombre positif plus petit que les nombres 
tj et I, on voit que l’inegalite 

Io; (x, 2)| «Iu[-* 
a lieu si |x| est suffisamment grand. 

Cela posé, considérons d'abord une branche d'intégrale y définie par pro- 
longement analytique dans un certain domaine |x|>7, dans lequel les conver- 
gences et les inégalités précédentes ont lieu, et satisfaisant à la condition que 
les égalités y — 9 (v) n'ont aucune racine à distance finie. La branche z 

TOC , USA ; I . : . x . NS 
définie par l'égalité y — 9? + n’a donc aucun point singulier à distance finie. 

Rapportons nous à la démonstration du n:o 2 en partant de l'équation 

; (0) 
dz »;4-2. 7j — tty 53 [ oj : 
—— == 24 % J bo» + Pj (a : 2) 


dx ) 
($4 


et en supposant que le nombre &; satisfait à l'inégalité 





— (Aj — 1t) — (vj + x) (oj + e) € 1. 
On obtiendra facilement le théoréme suivant: 


Théorème A. Pour tout point x à l'extérieur d'un cercle |x| — r de rayon 
assez grand on a 
n TN 0 !)2 


I 
y — go 


ces inégalités ayant lieu pour toute determination de y et de 3. 
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Considérons maintenant l'intégrale (x —x)-1%$ (z — x) qui pour a = x devient 
égale à c, et l'intégrale 


1 1 
y = B? + (x = gen (ea, Bi (0) #0 


a 2 7 x a> ; 
qui pour «=x devient égale à 3" — B(x), et posons 


Si le nombre «e satisfait à l'inégalité 


ica (Ay ts) TIU (0 dis €) CT, 
on démontre comme au n:o 3 le théorème suivant: 


Théorème DB*. S h est un nombre donné quelconque et si |x| est suffisamment 
grand, la série P(x—x) converge pour 


lz— x] = h|z%-w—te +2) 


1 
EIER I ;+1 
et la serie NERIS | pour 
|a—a|<hla| kat) Ci) Gite), 


En effet, supposons p. ex. que le rayon de convergence o de y = (x — x)- B(x— x) 
soit plus petit que A|vx[-C»—79—( *9. Pour |r — x| € o on aura 


a» 3 er 4 
i (eB) af (r + d (2, 8) 





te 
I 


avec |p, (2, 2)|<2Kke. Si Pon prend o'<o il existe donc un nombre @ tel que 
wl « G pour e' « |? —x|< 0. 


De plus on aura pour |x —x|<o 


bio) 


ARE 
at? (x. 


>| h(r- 2ke) 





par suite 
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IQ (x, y) > opp]? (2 — [x [7*) 
I 
> ppp pug, 


si |x| est assez grand. 


Or, il existe nécessairement sur la circonférence |a—«|—o un point a, 


tel que Von ait ou bien lim y — o, ou bien lim Q(x,y)=o. Cette contra- 


T= ZT, rd 
diction ‘démontre le théorème pour la série (xx). De la méme manière 


1 


on le démontre pour Y; I A ey oe 


a’) 


po» »2,hi(vi4 1) 








Prenons maintenant les nombres k, ^; de manière que | 


et soit y — $(«—~a,) l'intégrale qui pour z —x, devient égale à y,, Q (x, yy) étant 


différent de zéro. Posons de plus ; X57 PO (2 —2,) en chosissant une certaine 
y—p 


détermination de 8. On démontre comme au n:o 3 le théorème suivant: 


Théorème €*. Si [z,| est assez grand et si la série B(x —x,) converge pour 
|z — x, | € A |o, [- Uo 7 "9 7 (9 * 9, on a nécessairement |y,] X |, |" * *. Si la série BO (x — x,) 


—(% +1) (a5 sj) 


—(Aoz—t,. I 
converge pour |x — z,| € ^;|v,| (TES) , ona 


Yo — BO (x) 


Il importe pour le suivant de choisir les nombres &, &; de manière que tous 


Er ^ 10; + & 
«|a, lots. 








les exposants 


— (A, = fo) — (9 + €), — (Aoi — tv, 4) — (vi + x) (o; + e) 


deviennent égals. Si v' désigne le plus grand nombre que l'on peut obtenir de 
cette manière, et si h’ désigne le plus grand des nombres h, h;, on peut énoncer, 
au lieu des théorémes B*, C*, les théorémes suivants qui sont un peu moins précis, 
mais se prétent mieux pour les applications: 


Théorème B. Si A est un nombre positif donné quelconque et si |x| est 
I 
vy +1 


suffisamment grand, les séries 38 (x — x), Ys (onn. | convergent pour 


Ix—z|« A|z |". 


Théorème €. Si |z,| est assez grand et si la série 3B(x — x,) converge pour 
[x —2,| € V |o, |", on a nécessairement |y,| X |, |T * *.. Si la série B (x — 2) converge 
I 


De Et pee 
Var BO (Zo) S| | 


pour [x —2,|<h'|x,|", on a 
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Introduisons maintenant une surface de RIEMANN appartenant à une intégrale 
donnée, et considérons pour chaque pôle x un cercle ayant le centre x et le 
rayon AÀ|x|". On voit que deux cercles correspondant à des poles x assez éloignés 
n'ont aucun point commun, et que l'on a une inégalité de la forme |y| € |v|* pour tout 
point assez éloigné situé à l'extérieur de ces cercles. 

Le nombre r s'obtient de la manière suivante. Si x est un point critique 
algébrique tel que y — 9? s'annule pour æ—x, on a, pour |v —z|« /'|v|", une 


, 


égalité de la forme 
. te koi — y; 2 = 
—(y- gunt i Gr; A tr) ot (x A. x) x orf BET Te pila, 2)) 
t 


avec [pi(x,x)|<2ke'. Par suite, on aura une inégalité de la forme 
lyl<|a|" 


à l’intérieur du cercle considéré. Le nombre r est le plus grand des nombres 
0 +E, Ti (ML 0) a 
On aura facilement un énoncé analogue pour les quotients ya! mais 
HZ, 


nous n'y insistons pas. 


II. Etude d'une intégrale partieuliere à un nombre fini de déterminations. 


5. Nous appliquons maintenant les résultats précédents à l'étude d'une 
intégrale de l'équation (r) qui satisfait à la condition suivante: si x, est un point 
quelconque, il n'existe qu'un nombre fini de séries de puissance de x — x, 
qui appartiennent à l'intégrale considérée. On voit facilément que ce nombre 
est le méme pour tout point x, qui n'est pas un point singulier de l'intégrale. 
Nous le désignons par m. On dit que l'intégrale considérée est une fonction à m 
déterminations. 

Nous commencons par l'étude d'une fonction uniforme qui satisfait à l'équa- 
tion (ri) Pour une telle fonction, M. PerrovircH a démontré certains résultats 
intéressants:! supposons que l'on a fait au besoin une transformation linéaire 


I m £ : - n 
y —c-- —, de manière que les degrés p, q des fonctions P, Q par rapport à y 


sont liés par la relation p —4 +2; alors, si l'équation Q (v, y) — o en y a au 
moins trois racines distinctes, toute intégrale uniforme est une fonction rationnelle. 
Si l'équation Q(x, y) =o n'a que deux racines distinctes, il ne peut y avoir deux 
intégrales uniformes qui soient des transcendantes distinctes. Enfin, si l'équation 





* Voir É. Prcanp, Traité d'Analyse, t. IIT, p. 356. 
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Q (x, y) =o n'a qu'une seule racine, il ne peut y avoir Se de deux integrales uni- 
formes qui soient des transcendantes distinctes. Si Q (x, y) est indépendante de y, 
on a une équation de Riccarr, et alors ii ne peut y avoir plus de trois intégrales 
transcendantes distinctes. A l'aide du théorème A nous démontrons mainte- 


nant le théoréme suivant: 


Théorème 1. Si l'équation (1) m'est pas une équation de Riccati, toute intégrale 
uniforme est une fonction rationnelle. 
Soit y —f(x) une fonction uniforme qui satisfait à l'équation (1). A l’ex- 


ception des points £, cette fonction n'a d'autres points singuliers que des pôles. 


Il est facile à voir que est une fonction uniforme qui n'a aucun point 


E I = = 
Q (x, y) 


bns en dehors des points £. En effet, si x est un pôle de f (x) c’est un zéro 


‚et si +, est un point régulier de f(x) on a nécessairement Q (x,, f (2,)) 4 0, 


bip 


; uda 
car dans le cas contraire on aurait =~ = » pour x —x,, les expressions P (x,,f(x,)), 


dz | 
æ,, f(x,)) ne pouvant pas être nulles en méme temps si x, est différent des points £. 
0 0 0 I = 
En s'appuyant sur le théorème de LAURENT on aura donc, dans le voisinage 
d'un point &, 


coe ER mn) 


G(u) étant une fonction entière de uw. Or, il résulte du théorème A qu'il 
existe un nombre o tel que 


Sl ls 
le. pns 


pour tout point x dans un certain voisinage de £. Par suite, si ¢>o on aura 
[G (| € [uw |- ? * : 


pour toute valeur de u assez grande en valeur absolue. D’après un théorème 
connu il en résulte que G (u) se réduit à un polynome. 


Il est done démontré que n'a d'autres points singuliers que des póles, 


I 
Q(x, y) 
c'est done une fonction rationnelle. Par suite, f(x) est une fonction algébrique: 
comme elle est uniforme elle est done rationnelle. 

6. Nous étudions maintenant une intégrale à un nombre de déterminations 
qui est plus grand que r. Nous considérons d'abord l'équation (1') (voir p. 300), 


et nous démontrons le théoréme suivant: 
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Théorème 3'. Si l'équation (1') ne se transforme pas à une équation de Riccati 


par une transformation de la forme 


gu Bi Ye er Sn 
RE Cp ome prp ste + Wp? 


les coefficients a, b. c, e... i. Dp, ... Du étant des fonctions rationnelles de x, toute 
intégrale à un nombre fini de déterminations est nécessairement unc fonction algébrique. 

Ce théoréme sera démontré par une démonstration indirecte: en ne faisant 
à priori aucune supposition sur la forme de l'équation différentielle, nous partons 
de la supposition, qu'il existe une intégrale transcendante à un nombre fini de 
déterminations, et nous en conclurons que l'équation se transforme nécessairement 
à une équation de Riccarr de la manière indiquée. 

Soit done f(r) une intégrale transcendante à un nombre fini m de déter- 
minations. Il est évidemment permis de supposer que p>2. Alors, il existe 
nécessairement une infinité de points singuliers de f(x). En effet, à l'aide du 
théorème A’ on démontre, comme au n:o précédent, que toute intégrale à un 
nombre fini de branches et à un nombre fini de points singuliers est nécessaire- 
ment une fonction algébrique. 

Les points singuliers distincts des points £ sont des points critiques algé- 
briques. Il importe de former des expressions symétriques de certaines déter- 
minations de /(x) en nombre aussi petit que possible de maniére que ces 
expressions définissent des fonctions qui sont uniformes au voisinage des dits 
points singuliers. On parvient à ce but de la manière suivante. Soient y,, ... 9n 
m déterminations de f(x) (m séries de puissances d'une méme différence x — x,). 
On démontre facilement qu'elles se répartissent en groupes à un méme nombre 
n' d'éléments de la manière suivante: on peut venir d'un élément à un autre 
appartenant à un méme groupe par prolongement analytique le long d'un chemin 
fermé qui ne tourne autour d'aueun point £,! mais on ne peut pas venir de 
cette maniére d'un élément y, à un autre élément y; qui n'appartient pas au 
groupe de y,. On dit que les éléments d'un méme groupe se permutent autour 
des points singuliers de f(x) distincts des points £. On voit facilement que le 
nombre »' est le méme pour tout système de m déterminations de f (x). 


"On dit.qu'un chemin fermé ne tourne pas autour du point a, si l'on peut le réduire à 
un point par déformation continue sans qu'il passe par le point a (ef. la Note citée de M. 
PAINLEVÉ, p. 147). 
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Si l’on prend certains points singuliers &' de f(x) en nombre fini distincts 
des points £, et si l’on suppose que les chemins fermés ne tournent non plus 
autour de ces points &, on pourrait obtenir une valeur plus petite de n!'. Nous 
désignons par n le plus petit nombre que l'on peut obtenir en ajoutant de cette 
manière aux points 5 un nombre fini de points singuliers de f(x). A chaque 
point x, distinct des points £ et des points singuliers de f(x) correspond done 
un certain nombre de groupes à » éléments en lesquels se répartissent les séries 
de puissance de z— x, appartenant à f(x), les éléments d'un méme groupe se 
permutant autour des points singuliers de f(x) qui sont distincts des points § 
et d'un nombre fini d'autres points choisis arbitrairement. 


Supposons que les groupes sont 


Yis Mns 


Yn+1s-.. Yon) 


1m —n 15 ** ms 


et considérons les fonctions symétriques élémentaires f,(y,,... 95) (v— 1,...m) 
der Up ainsi queaf) (Gar Tree yon), Je Umen dm) (195 Ty. »m)«« Les 
expressions a (Yin Une lu Un tns 2n)» «dv. Ym—n+1,---Ym) définissent, des 
éléments d'une méme fonction f,(x). ll est facile à voir que cette fonction n'a, 
en dehors des points £ et des points singuliers ajoutés à ces points, d'autres 
points singuliers que des póles, ce que nous exprimons plus briévement en disant 
que f,(x) est de caractère rationnelle en dehors des points £ et des points ajoutés. 
En effet, prenons x distinct des points £ et des points ajoutés et considérons les 


1 1 
deux cas suivants: 1:0 il n'existe aucune série de la forme(z— x) ?-^'3 lue gra) 
qui appartient à f(x), 2:0 il existe une telle série. Dans le premier cas le point 
v est un point régulier de toutes les fonctions f,(x). Dans le second cas, les 
p—ı déterminations de la série en question et certaines séries de puissance de 
x—x en nombre de »— p t x constituent un système de n déterminations de 
f(x) qui se permutent autour des points singuliers distincts des points £ et des 
points ajoutés; la ième expression symétrique de ces n déterminations, qui 


définit une branche de f,(x), s'écrit sous la forme 


(r— z) P3 y, lc = =r) : 


où les puissances fractionnaires disparaissent. On voit done que x est au plus 


un pôle de f, (x). 
40 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 3 février 1913. 
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Si v < p—1 les puissances négatives disparaissent. Les fonctions f, (x), ... fy» (v) 
n'ont done aucun point singulier en dehors des points § Cette remarque et les 
théorèmes B', C' nous permettrons de démontrer la proposition suivante: 


Les fonctions f,(x), ... fp-2(x) sont des fonctions algébriques. 


Nous supposons que «= o soit un point 5 et nous démontrons qu'il existe 


un nombre G tel que Finégalité 
Vo Cy Glas porte) 


a lieu pour tout point x assez éloigné. 

Prenons à cet effet le point x, assez éloigné distinct des points singuliers de 
f(x), soient $,(z—a,) (v=1,...n) n éléments de f(x) qui se permutent autour 
des points singuliers distincts des points £ et des points ajoutés et posons 
Be — 2), »-- Bn (z—2))— BU (g—a)(9 222... p—2) 

Nous cherchons d'abord le nombre maximum de points singuliers que l'on 


peut rencontrer en prolongeant les séries PB, (x — x,) (v — r,...-) dans le cercle 


1) ha, [- (9-0 (69, 


(n + p — 
Lx —x,] <4 PE 


Supposons qu'il existe un point singulier x de B,(@—x,) dans ce cercle. Dans 


le voisinage de x on aura donc 


1 | 1 | 
à ^ en » y Tr M A An SED 
Be —-%)=le - 2), 2919 \e — zZ]. 
Il résulte du théorème B' que la série au second membre converge pour 


Ix — x|< FRE) 
p—ı 





h|x|[- 4o— (p —1) (6 + €) 


si fæ| est assez grand. Par suite, elle converge dans le cercie considéré tout-à- 
Pheure si |z,| est assez grand. En prolongeant la série Y,(x—x,) dans ce 
cercle on ne peut done rencontrer aucun point singulier autre que x. Or, 
nous savons que p--r des séries Q,(x— z,) (»—1,...n) admettent le point 
singulier x. On voit done que le nombre des points singuliers que l'on rencontre 


en prolongeant ces séries dans le cercle considéré est au plus égal à 





ptus 
On en conclut qu'il existe dans ce cercle une couronne circulaire de centre x, et 
de largueur 4Ah|a,|" == (+9 qui ne contient aucun des dits points singuliers, 
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Prenons un point x, sur la circonférence de centre x, dont le rayon est la valeur 
moyenne des deux rayons de la couronne. Le cercle |z — »,| 4 2 4|z, | «7t» — 9 6 € ? 
ne contient done aucun des points singuliers considérés. Par suite, en prolonge- 
ant les séries W,(x—x,) (v —r,...2) le long d'un chemin de x, à x, à l'intérieur 
(RIDE 

jc 
(v=1,...n) qui convergent pour |x— z,|« 2 ^|z,|- ^ —»—? 6*9. Elles conver- 


I ; E 
du cercle |z— z,| «€ 4 =) kr ^» - 0 —9 © * 9 on obtiendra n séries P,(x—x.,) 


gent done pour |z— z, | « |o, [- ^»- (€ - 96 * 9, si l’on a choisi x, assez éloigné, et 


il résulte maintenant du théoréme C' que 


I8, (o)| Igi pte (v—z,... m). 


Si |x,| est assez grand, il résulte de la supposition que les séries BP") (x — a,) 
(v=1,...p—z2) convergent pour |r —a,| €|x, —x,|. On peut donc écrire 
Ir) (y »\l< n m |v(o+e) he 2 
LRO Ge ale ("pape om 1,...p—2) 
et ces inégalités ont lieu pour tout point v, de la circonférence considérée. $i 


l’on introduit x, au lieu de x, dans les seconds membres on aura des inégalités 
0 l 


de la forme 


IB (aw, —a)<gleler® (r— x... p — 2) 


‘ou g désigne un certain nombre qui dépend de x, mais pas de x, et qui reste, 
comme on le voit facilement, plus petit qu'un certain nombre G quand x, tend 
vers l'infini. ; 

Comme les dernières inégalités ont lieu sur toute une circonférence de centre 


ry, ON aura aussi 
[BA (o)|< G|v, | (v*9 (v=1,...p—2). 


Comme x, est un point quelconque distinct de certains points isolés (points 
singuliers de f(z)) on aura donc 


IS G[epe*o (y=1,...p—2) 


pour tout point x assez éloigné et pour toute détermination de f, (4). 

Comme les fonctions f,(x) ont un nombre fini de déterminations on peut 
maintenant démontrer, comme au n:o précédent, que le point «= o est au plus 
un point singulier algébrique pour les fonctions f, (x), ...f; »(x), et il est done 
démontré que c'est fonctions n'ont d'autres points singuliers que des points 
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singuliers algébriques. Comme elles ont un nombre fini de branches elles sont 


done des fonctions algébriques. 
7. Nous étudions ensuite les fonctions fp-ai(2),...fa(v). A cet effet, 
nous déduisons d'abord un systeme d'équations différentielles pour f, (x), .. . f, («). 
Soit x, un point distinct des points £ et considérons » séries de puissance 
de z—2cx,: Yi;-+- Yn Qui satisfont à l'équation (1') (certaines de ces séries pouvant 
être identiques). Désignons par 2,,...2, les fonctions symétriques élémentaires 


de j,,...y, En dérivant l'équation 
y^ + znyt d eno, 


où y désigne l'une quelconque des séries y,, ... Yn, et en s'appuyant sur l'équa- 


tion (1') on obtiendra 


(ny*7 + (n— 1) s 7 + ta) (doy? + + ap) 


* 


dz, 
dx 


ie HAS n O 


da 


Ajoutons à cette équation l'équation suivante 
(B, yr + ce. + B,) (y^ SF 2 + +++ + Zn) = 0, 


B 
n — 1i. Cette équation de degré n — 1 aura la forme 


o. By étant déterminés de manière que l'on obtienne une équation de degré 


Y (e, By xl s ig An Zy+p—1 B, AP An) yn —\0}, 


dz, 
A,—(n—v-Fri)apgzg,. + + (n—v— p +1) %4p-ı + e 
(a) Sar Rem) 


et z,—0 si v>n. Elle est remplie pour y=y,,...y=Yn, et si certaines de ces 
séries sont identiques, la somme des ordres de multiplicité de ses racines est égale 
à n. Par suite, elle se réduit à une identité et on aura done les équations sui- 
vantes 


Zu Bp ee: + R59 By, + Ay 02 (or Em). 


On voit de suite que B,,...B,1, By + (p—1)a, 251 s'écrivent comme des 
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fonctions entières et rationnelles de a,, a,,...@p, 2,,...25-3. Les dernières équa- 
tions peuvent donc s’écrire, si l'on introduit les expressions pour A,,... Ay: 
LL 


\ , 
-— (Pay 12, + Daz, + a, 


u=p—l 


dz, 
d x 


— 
to 
— 


(T) 
les coefficients c, a) étant des fonctions entières et rationnelles de a,,@,, 
„psy 2,5... Zp-2. C’est le système d'équations différentielles que nous voulions 
obtenir. 
Inversement, si 2,,...2„ est une solution quelconque du système (2), toute 
solution de l'équation 


YOU seb 


satisfait à l'équation différentielle (r'. Car soient y{,...7( les valeurs pour 

«=a, de ces solutions. Les fonctions symétriques élémentaires des intégrales 

de (r) correspondant aux valeurs initiales y(),...y() pour x — x, constituent 
n 

une solution du systeme (2) correspondant à des valeurs initiales pour x — x, 

égales aux valeurs pour «= x, de z,,...z,. Cette solution est donc identique à 

la solution z,,...2,, ce qui démontre notre assertion. 

8. Pour préparer l'étude des fonctions f, 41(x),...f,(x) dans le cas de n 
queleonque nous étudions d'abord quelques cas particuliers. Afin d'avoir des 
valeurs aussi petites que possibles de » nous considérons l'équation 

dy = 
(1^) dg ^W Fay tay td, 
pour laquelle p — 3 (pour p quelconque on a » > p — 1), et nous étudions les cas 


(espe es dic 
Pour ces valeurs de » le systeme (2) s'écrit 





dz 
1 - > 3 53 2 m 
dr Bu 3% %1) % +a) A —G,2; + 042, —24; 
WR : 
2 ^ 3 
dz — 2% + (0,2? — a,2, + 2a,) 2, — 4,2; 
X 
dz, } À 
BD — 54923 ar (24, — 34,2,)2, ate 052170423 + a, 2, — 34; 
dz, E 
1—34 3, 724,2; + (34, —2,2,) 2 + (azi — 0,2, + 2a,)z,— 24,2, 
dz; 





Ltée I De E + (425 —a,2, + 30.) 24 — 4,2, 
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2 $ Pr) - 

| d 7 = 34,2, + (2G, —34)2,) 2. + d, 2, — 4,2, + 0521 — 405 

dz, ; f 2 > 
| v im — 202 + 40,2, + (3a, —4,7,) 23 + (G2; — 4,2, + 20;)2, — 3052, 

N=44 d 
2: 2 

| 13 — —2452,24 + (40, — Got) 7, + (927 — 0,2; + 342) %,— 2052; 
E 

dz à 
ld " = —24,2,2, + (G92; — 042, + 405) 2, — a, 2, 


Etudions d'abord le cas n= 2. La fonction f, (x) est une fonction algébrique. 
Au contraire, f, (x) est nécessairement transcendante, sinon f(x) serait algébrique. 
Si z,,z, sont des éléments de f, (x), f, (x) resp., la première équation du système 
(2) doit done étre indépendante de z,, par suite 


2 *— 
z 


1 , 


di 
3 do 


dz, 


3 2 
=). 2, — 0494. 12052, —— ae 
dz Sq 2:71 3» 


User 


ce qui donne une équation de conditon pour a), a,, 4), d,. Si cette condition 


: ^ jc 2/0; vd ; x 
est remplie, le système (2) se réduit pour 2, = a ? la seconde équation seule: 


30, 
dz, j 
dr ur + (a, 2? —a,2, + 2 Az) 2, — 04 2. 
p E 
P: " suite. si 1? "Tw ee P ^ JI rag l QUIV: . 
ar suite, si l'on pose 2, — —z on aura le résultat suivant: 


Si z est une solution quelconque de l'équation de Rıccarı 


dz : 5 
ds 249 (a, 2; — 0,2, + 205)2 + 432, 
, © 


toute solution de l'équation 
y tauy-z 


satisfait à l'équation différentielle (1"). 

Par là, le théoréme 2' est démontré dans le cas » — 2. 

C'est ce cas qui a été étudié par M. PAINLEVÉ dans la Note citée. On voit 
comment la démonstration précédente est plus simple que celle de M. PArNLEVÉ. 
Pour l'équation générale (1) la démonstration devient un peu plus compliquée, 
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mais la complication est principalement de nature formelle, comme nous allons 
le voir dans le n:o 12. 

Jonsidérons maintenant le cas n — 3. La fonction f,(r) est toujours une 
fonction algébrique, mais f,(+) et f,(x) ne sont pas toutes deux des fonctions 
algébriques. Si z,,2,, 2, sont des éléments des fonctions f, (x), f, (x), f, (x) resp., 
la première équation du système (2) donne pour z, une expression linéaire de z, 
dont les coefficients sont des éléments de fonctions algébriques. ll est donc im- 
possible que f,(x) soit une fonction algébrique. Au contraire, f,(x) pourrait être 
une fonetion algébrique; à cet effet il faut que z, — i EI —* a Ce cas se 

D9 = 0 
traite facilement comme le cas » — 2: la première et la troisième équation du sys- 
téme (2) donnent deux équations de conditions pour a,, 4,, a, a, et, si ces condi- 


- : . sac 20, Tas : 
tions sont remplies, le systéme se réduit pour z, — zs £4 —= — à la seconde équa- 
2a 
0 Ed] 


tion seule, qui est une équation de Riccarr. 


2a , : : : 
Supposons que 2, < sine? Nous introduisons l’expression de z, donnée par 


0 
la premiére équation du systéme (2) dans les deux autres équations. Nous aurons 


deux équations de la forme 


oe — — 24,22 +a +, 

a, B étant des expressions rationnelles de a,, @,, 4,, a;, 2, et leurs dérivées. Ces 
deux équations doivent être identiques car dans le cas contraire on aurait, en les 
retranchant l'une de l'autre, pour +, un -élément d'une fonction algébrique. Par 
suite, nous aurons deux équations différentielles pour z,. Par des calculs, qui sont 
trés longues, on peut déduire de ces équations une équation de condition pour 
dy 0,,0,, 4, et pour 2, une expression rationnelle de a,, a,, a,, a, et leurs déri- 
vées, soit 2, — y.! Si la dite condition est remplie, le système (2) se réduit pour 


; 5 OKO - we N 
z, —y à la seule équation d = — 2042; - &2,--() écrite plus haut et à une 
= 3 


équation 2, — 0%, +e, 0, « étant des expressions de la méme forme que c, j?, y. 





Par suite, nous aurons le résultat suivant qui démontre le théoréme 2': 
Si z est une solution quelconque de l'équation de Riccart 








! Nous n'essayons pas d'effectuer les calculs, car un raisonnement de M. PaiNLEVÉ, que 
nous allons reproduire dans le cas général, montre que 2, doit être une fonction rationnelle. 
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toute solution de l'équation 


Job e 
| yt 


satisfait à l'équation différentielle (i"). 

Considérons maintenant le cas n — 4. Si 2,,2,,2,,2, sont des éléments des 
fonctions f, (x), f. (x). f, (2), f, (x) resp., la première équation du système (2) donne 
pour z, une expression linéaire de z, dont les coefficients sont des éléments de 
fonctions algébriques. En mettant cette expression dans les deux équations sui- 


vantes du méme systéme on trouve 


dz 
2 2 k 
40,2, = 2402, Mays + az; t, 


(10a, — 3a, u)2, = iu (222452) 3 Oy 25 dr Das 


à 2 4 : : 
OÙ u—z-—- » et «, B, «,, P, sont des expressions rationnelles de a), @,, @,, d3, 2, 
3% 


et de leurs dérivées. En multipliant la première de ces équations par 3u et 


retranchant de la seconde on aura 
(24, — 33, U)2, = 2 4: 85. 


24, 
3% 
on peut ensuite raisonner comme dans le cas n= 3. 


on aura done pour z, et z, des expressions linéaires de z,, et 


: te at 2a ; : 
Mais nous devons aussi étudier le cas wu — ^ —. Alors, on a nécessairement 


3% 


&, =o car dans le cas contraire on aurait pour z,, et par suite aussi pour 2,, 2, 
(en vertu des deux premières équations du système (2)), un élément d’une fonc- 


: eee : , du 
tion algébrique. On trouve facilement que a, = Te ae w+ a, U — Qu t 2/85; 


et on aura done 


du 


dx 


= AU — a, u* + a,U — 2485, 


ce qui donne une équation de condition pour @,,4,,@,,a;. On voit que c'est 
la condition qui caractérisait le cas n= 2. L’équation (1") doit done se trans- 
former à l'équation de Rıccarı 


dz 


Jm =2a,2° + (ayu* — a," - 2a,)2 +au 
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par la transformation 
y* + Uy =z. 


Or, on voit immédiatement que tous les points singuliers de cette équation de 
Riccatr sont des points £. Par suite, toute intégrale de (1") admet au plus deux 
déterminations permutables autour des points singuliers distincts des points &, 
, a : , 2ü 
ce qui est contre l'hypothése n= 4. Il est donc impossible que l'on ait & — — —^- 
3 a, 

Par suite, le théorème 2' est démontré pour n — 4. 
Faisons une remarque d'un certain intérét se rapportant au cas étudié 


; ; 24 : i : Ms 
tout-à-l'heure. Il résulte que le cas u=~— a lieu effectivement sin = 2, si l'on 
2 


3% 
part de quatre déterminations y,, Ya; Ys, y, de f(x), y, et y, d'une part et y,, y, 
d'autre part se permutant autour des points singuliers distincts des points £, et 
Si 2,,2,,2,,2, sont les expressions symétriques de y,,9,,y,,y,. Comme z, =2u 
on voit facilement que le systéme (2) se réduit à l'équation linéaire 


GIE, 319 
A, = UZ, —U 


et au système suivant d’équations différentielles 


= =— 24,8 + (ay? — au + 2a,)t, + 4a,0, —2a4u, 


où nous avons posé 


Par suite, si ¢,, t, est une solution de ce système, toute solution de l'équation 
y! + 2uy? + (t, + w)y? + ut y t t, — 0 


satisfait à l'équation (1". On voit le sens de ce résultat si l'on introduit les 
racines v,,v, de l'équation 


v? thv f5,—0. 
Alors, l'équation algébrique en y s’écrit 


(y? + uy —v,) (y? + uy —v,) — o. 
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De plus, le système différentiel pour ¢,, {, est le système différentiel pour les 
fonctions symétriques de deux solutions v,, v, de l'équation de Rıccarı 


dv - : 
jg 2% v? + (au? — au + 24,)0 + au. 
da 


Par suite, le résultat énoncé tout-à-l' heure dit simplement que toute solution de 
l'équation 


(y^ + uy —v) (y? + uy —v,) — 0o 


satisfait à l'équation (1") si v,, v, sont deux intégrales de cette équation de 
RICCATI. 

On retrouve, en étudiant le cas de » quelconque, la nécessité d'étudier la 
supposition que le systéme (2) ne se réduise pas à une seule équation différen- 
tielle. Pour » — 4 nous avons vu que cette supposition entraine l'égalité » — 2, 
et la démonstration était essentiellement basée de ce que les caleuls, dans le cas 
» 2, étaient trés simples. Pour n quelconque les calculs devient trés compli- 
qués: c’est pourquoi nous devons trouver alors une autre démonstration. 


9. Dans l'étude suivante des fonctions fy 5(x), ... f, (x) nous désignons par 
Yıs- +» Yn 9? déterminations — séries de puissance d'une méme différence æ— a, 
où v, est différent des points £ et des points ajoutés — de f(x) qui se permu- 
tent autour des points singuliers distincts des points £ et des points ajoutés, 
par 2,,...2, les séries définies par les expressions symétriques de y,,...Yn et 
par a), a) les séries que l'on obtient en posant z, — z,,... 25 2—2, dans les 


expressions @), @), 

Il résulte de la proposition démontrée au n:o 6 que a), a sont des éléments 
de fonctions algébriques. 

Introduisons dans le système (2) z—2,,...2»—2,. Les p—2 premières 
équations donnent des relations linéaires entre z,-1,...2, avec coefficients qui 
sont des éléments de fonctions algébriques. Les fonctions f,_1(x),...f(x) ne 
sont donc pas des transcendantes distinctes. En employant les » — p +2 
dernières équations du système (2) on pourra obtenir des relations linéaires 
nouvelles. En effet, partant d'une relation linéaire 


Poi Rp—1 E SIS Bn Zn = p 


et dérivant on obtiendra 
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n 2 n n n J 
vd p, Y Y a d 
> lx TT (p ie 1) dy peal 20 zu + > 2i qa £u 7t. at) = =, 
dx da 
v=p—l v=p—l v=p—l u=p—1l 
donc 
n > n n ) 
u sere sr UR dj 
$ (t+ Spo eo + Ses 430 
u=p—l v=p—l v=p—l : 
et c'est une relation linéaire entre 25 ;,...z, dont les coefficients sont des élé- 
ments de fonctions algébriques en méme temps que 254,.../9,. . 


Faisons ces opérations en partant de chacune des relations linéaires données 
par les p —2 premières équations du système (2) et en partant ensuite des rela- 
tions nouvelles que l'on pourra obtenir par ces opérations, et ainsi de suite. Il 
est facile à voir que l’on ne peut obtenir de cette manière plus de n — p + 1 rela- 
tions distinctes. Car si l'on obtenait n—p+ 2 relations résolubles par rap- 
port à Zp1,...2%,, toutes ces séries seraient des éléments de fonctions algébriques. 
Par suite, f(x) serait une fonction algébrique, ce qui est contre l'hypothése. 

Ce résultat entraîne une conséquence importante. Désignons par x le nombre 
des relations distinctes, et soient 


pon zig Ego E 80 — (y—r,...z) 


ces relations. Considérons les équations 


(3) De niea igo). e (arose. ire) 
supposons qu'elles peuvent être résolues par rapport à z,,,...2,, et mettons les 


expressions que l'on obtient par la résolution dans celles des équations 


dz, v 
s = —(p— 1)as2p-iz» + > OMe Era. (p —p—r,...n) 
u=p—1 
qui correspondent aux valeurs de » distinetes de w,,...u,. Désignant ces 


valeurs par 4,,... U, on aura un système d'équations différentielles de la forme 


dz, = , 
(4) -— = — (p — 1) dy pai, dh T7 TN TELS At) 


4-1 
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où %-1 doit être remplacé par son expression si p — 1 est un des nombres 


Uses. ta. Nous démontrons maintenant la proposition suivante: 
Si zy... Ru, est une solution quelconque du système (4) et si z4,...21, sont 


déterminées par les équations (3), toute solution de l'équation 
(5) y" IL, 2; RZ] Nene D raie + [2r Korg Le ++ = oO 
satisfait à l'équation différentielle (x') 


Si l’on pose 


n 
dz, LA 1 
Jm + (pP — x), Zp ay — b: aui Zu aU ZA le DIS m) 


u=p—1 


il résulte de la supposition, si l’on voit à la loi de formation du système (4), que 
les équations Su, —0,...-4,/,— 0 sont remplies. Partons alors de l'équation 


(RUN ep aps sue pe) Zn =p 


et faisons les opérations par lesquelles nous déduisions successivement les relations 


linéaires entre 2p-1,...%n; on aura 
n d 2(2) n n iia 
N i u Y ») 9 | NES At ap > 
$ (2. Sansa, — o aiu Dane ER Sana 
u=p—1l y=p—l / v=p—] v=p—1l 


Or, le premier membre peut s'écrire comme une expression linéaire et homogene 
des expressions BD za Too 88) 2, — B4(A=—1,...72), il est donc nul. Par suite, 


on aura les équations 


"n 
NADA in: 


vep—1 


En posant ici Sy, — 0,....7,,,, — 0 on aura 
p Int: + Beo Ay, == OF aA ER 70), 
d’où l'on conclut que les équations 
da = 0... Ay, = 0 


sont aussi remplies. Par là, il est démontré que 2,,...Z5 2, Zp 1, .. £, est une solu- 
tion du système (2). Par suite, toute solution de l'équation (5) satisfait à 
l'équation différentielle (1'). 
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On voit donc que l'intégration de l'équation (1') est réduite, par les équa- 
tions (3), (5), à l'intégration du système (4). 

Démontrons qu’il est permis de supposer que p—ı est un des nombres 
Wis... Alm. Si p—ı est un des nombres «1,,... 47, On a pour z, ,; une expression 


linéaire en z,,,...2,,,. Si cette expression dépend effectivement de certaines 


T 


des z,,,...z,,, on peut résoudre par rapport à l'une d'elles et alors, z, ; 


appartient aux z,,,...z,',. Si l'expression considérée ne dépend pas de z,4,...z,/,., 


on aura 2,—ı égale à un élément de fonction algébrique. Comme z,_1,...2, satisfont 
aux équations (3), on voit done que Zp_; doit être élément d’une fonction algébrique. 
Or, ceci est impossible, car il est facile à voir que /,_1(x) a nécessairement une infinité 
de points singuliers. C'est ce qui résulte de ce que f(x) a une infinité de points 
singuliers. Car si x est un point singulier de f(a) distinct des points § et des 


i SAT: et 
points ajoutés, il existe une serie de la forme (zr — x) »—!3 (x—z) ?—!/, avec 


$(o) <o, qui appartient à f(x), et si l'on forme la (p — 1):iéme fonction sy- 
métrique des p— 1 déterminations de cette série et de » — p + 1 séries de puis- 
sance de r— x qui se permutent avec ces déterminations autour des points sin- 
guliers distincts des points £ et des points ajoutés, on aura un élément de f, (x) 
de la forme 


Poe 


So + (o x) 





ayant x comme pôle. Tout point singulier de f(x) distinct des points £ et des 
points ajoutés est donc un pôle de f, ;(r). Par là, il est démontré que z,-: 
dépend nécessairement de certaines des 2,,,, ...2,,,, il est done permis de supposer 
que p—ı est un des nombres w',,...u». Nous supposons que p— r— uw. 


Le système (4) s’écrit done 


d EL (BE I)a, Zur, Zur, de Ib: vZw,t e (vr, .zU). 


A=1 


10. L'intégration d'un tel système est bien connue.! L’intégrale générale 
s écrit 


5, Su, (v=1,...a') étant l'intégrale générale du système linéaire 








! Voir p. ex. Lie Scuzgrrens, Continuicrliche Gruppen, p. 780. 


326 J. Malmquist. 


dá T 
dx m (p— 1)d, Si 
dé a 

Ai BEE \ i. eris ne à 
dx = Qoivsw, + c6 w=1...). 


Les coefficients" b;,,c, sont des expressions rationnelles de 4,,4,,... 4», 
2,,... 2» 1 et de leurs dérivées, ils définissent donc des éléments de fonctions 
algébriques. Il est évidemment permis de supposer que les points singuliers de 
ces fonctions appartiennent aux points que nous avons ajoutés aux points &£. 
Par suite, écrivant 


6-5, Co + 5 C, pnr SC, 


X ELTE » i: ‘ à ; 
Cu = En0 C5 + $110, + Ea (Wi, um): 


où C,,C,,...C. sont les constantes d'intégration, les fonctions $,, £,, sont de 
caractère entière en dehors des points £ et des points ajoutés. 

Il est facile d'en conclure que le systéme (4) se réduit nécessairement à une 
seule équation. En effet, supposons que "> r. Introduisons dans les équations 


su - 
y Hy 


(3) £e, = (v—r,...«), désignons par ——(v—r,...z)les expressions que l'on 


> - 


trouve pour z,,,...z,, et posons 


M CHEN Cy eo RE Ws al): 
L'équation (5) peut s'écrire 


(5) 5 (y^-- zy" en E RM 

et il est visiblement possible de déterminer des valeurs non toutes nulles de 
Ci Ci,...Cx telles que cette équation soit remplie pour x — z,, y — y,, Yo étant 
la valeur pour x — zx, de l'une des séries Y,,...%n, disons de y,. Il est impossible 








que l'on ait £—0, £,— o (u—p—1,...n) pour x—a, car ces équations ne 
donnent que C, —0,...C, — o. On peut choisir C,,...C, de manière que 6 x o 
pour z— ax, sinon lequation Ê—o serait une conséquence de l'équation 
Coy? Pt1+---+0,—=0 pour r—2,,9--9,, et si ceci avait lieu quel que 


soit x,, on aurait 


£o (Sp—1 v Y pt RE xis Sn 3) — Sil Vea d edu ula bao Eno) 
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Les coefficients &,, £,, sont de caractère rationnelle en dehors des points & et des 
points ajoutés. Comme f(x) admet n déterminations permutables autour des 


points singuliers distincts de ces points, on devait done avoir 


(SNS BE 
S0 sw Sv Sud, 


par suite >“ seraient indépendants de C,,C,,...C;, ce qui est impossible. Si x, 


a été choisi convenablement, nous pouvons done prendre des valeurs de C,, C,, 

.Cx telles que l'équation (5') soit remplie pour x — 4,5 — y, et que l'on ait 
¢+o pour ces mêmes valeurs. Alors, la solution de léquation (5') qui pour 
æ—x, devient égale à y, est nécessairement une intégrale de (r'), elle est donc 


y,. Par suite 
GG” 3s ah gut sp sis p Ep—2 Qs) zl Gai Pl api ets Gy — 05 
de plus 


Js + Zu Pre +..+2,= 0, 


done 


: iii 
Les quotients 77 





b ; RER San: 
,.. devaient done être indépendants de constantes arbitrai- 
= 


ut 


res si C,, C,,...C satisfont à une certaine équation linéaire et homogène et à 
la condition d'inégalité: ¢ #0 pour @=x,; ce qui est impossible si z'» r. Il 
est done démontré que a! — r. 

11. L'équation différentielle à laquelle se réduit le système (4) est une 
équation de Riccatr qui s'écrit 


dz _ 
dx 


(6) 


—(p—1)a,2? + bz—ce. 
Si Pon écrit, en résolvant les équations (3), 


Zu = Un Zp—1 De Bu (u Uses n) 


on aura le résultat suivant: 
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Ni z est une solution quelconque de l'équation (6), toute solution de l'équation 


n 
= ee 5 \ , ; 
(7) y? JE 24 al +... ae 25-5 DIES du lt 2:0) asy "s N (c 2 + Biya = 0 


V=p 


satisfait à l'équation différentielle (x). 

L'équation écrite donne done une transformation de l'équation (1') à l'équa- 
tion de Ruiccatr (6). Il s'agit maintenant d'étudier les coefficients b, c, as, B, 
(r— p,...n). Ils sont des expressions rationnelles de a), a,,...@p, 2,,..:2 2 et de 
leurs dérivées, ils définissent donc des éléments de fonctions algébriques de carac- 
tere rationnelle en dehors des points £ et des points ajoutés. Il reste à démont- 
rer que ces fonctions sont de caractére rationnelle aussi à ces points exceptés. 
A cet effet il suffit de montrer que z,,...25-» sont des éléments de fonctions 
uniformes. 

Prolongeons les séries 2,,...2„ le long d'un chemin fermé et supposons que 
l'on obtienne un nouvel système de séries 2,,...2,. En partant de ces dernières 
series on obtiendra comme précédemment une équation de RICCATI 


; dz — ye. A a 
(6') du AP 1)a,22 +b2 —'c 


à laquelle se transforme l'équation (1) par une transformation de la forme 
7, = 
= = = —pt2 ETE TAE T 
y" E 2, y" ++ 255 y" mz zy” p+1 + 3 (ez + By) y" "— 0, 
v=p 


Nous savons que z= %,-ı satisfait à l'équation (6), par suite l'intégrale 
générale de cette équation s'écrit 


pe 
e. A GE 


De même l'intégrale générale de (6') s'écrit 


De plus on a 
2 — Cy £p—1 + Biss 


£y = AyZp—1 + By. 
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Par suite, nous aurons les deux équations suivantes 


T 


yr+2,y + c ent 20x38 


(y^—*! + (p Uto Feed Un) Oo, 


= I 
Ua org) me E et (BEL ae ftc. + sath Gn) = 0% 
aC tp 


dont toute solution satisfait à l'équation différentielle (1). 

Posant dans ces équations y — $,,y — y, on aura pour C, C des fonctions 
rationnelles de y, : C — C (yj), C —C(y,).! Si l'on introduit pour C, C ces fonctions 
rationnelles, on aura deux équations qui sont satisfaites par l'intégrale de (1!) 
correspondant à la valeur initiale y, pour «=a,. D'après la supposition, 
2,,...Zy-9 ne sont pas identiques à 2,,...25.» resp.; par suite, le nombre des 
solutions communes de ces équations est nécessairement plus petit que ». Soit 
n' le nombre des solutions communes pour une valeur arbitraire de y,. Le plus 
grand commun diviseur des premiers membres s'écrit 


y" vy (yo| X) y mt ae rue =r (9, Volt); 


T;1,...Ta étant des fonctions rationnelles de y, et de z,,...24,2,,... 24, €, 8, & B, 
Cn, Gy (v—p,...m). 
I I ; 
C OU BOIb 
: aC(Yo) + à aC(y)+2 
j À EM e E ; TEN EPA 
égal à l'infini identiquement (pour toute valeur de x). Par suite, il n'existe non 


Il n'existe aucune valeur de y, pour laquelle 


plus une valeur de y, pour laquelle l'une des expressions 7,,...r, soit égale à 
l'infini identiquement. On en conclut que, pour toute valeur de y,, la fonction 
r(y,Yo1+) est diviseur de la fonction 


us I 
y" + 2 n—1 _ J. x I xc e n—p+1 n—p ne ne 
HOSP Be i n t3 CAES aU EL) 
En particulier, si C(y,)=» r(y, y,|v) est diviseur de y^ + 2, y^-! 4- +--+ Zn. 

Or, les expressions r,(y, |), ...r,(y,|v) définissent des éléments de fonctions 
qui sont de caractère rationnelle en dehors des points § et des points ajoutés, si 
l'on suppose que les points singuliers de l'équation de Rıccarı (6) appartiennent 





* Pour la démonstration suivante cf. Paixrevé, Leçons de Stockholm, p. 44, 45. 
Acta mathematica. 86. Imprimé le 5 février 1913. 42 
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aux points ajoutés, ce qui est évidemment permis. Par suite, f(x) admet au plus 7’ 
déterminations permutables autour des points singuliers distincts des points § 
et des points ajoutés. Or, ceci est contraire à la définition de n. Par suite, la 
supposition faite doit être rejetée. 

Done, z,,...2p-2 sont des éléments de fonctions uniformes. Par là, le théo- 
réme 2' est démontré- 

Faisons une remarque au sujet du nombre n. Il pourrait arriver que 
l'équation de Riccati (6) ait des points singuliers en dehors des points £. Soit 
a un tel point, et démontrons qu'il n'existe qu'une seule intégrale de (6) qui 
soit singulière pour æ—a. Si a est point singulier pour toute intégrale de (6), 
l'équation (7) a, quelle que soit l'intégrale z de (5), une solution, singulière pour 
x —a. Cette solution, qui est intégrale de (1') est nécessairement une série 


1 1 
de la forme (x — a) cu parfaitement déterminée par le point a. 
On en conclut que les fonctions 


YP yt lepus s opis ditis? To ay DE E pU 


Bp J"^—? +--+ +Bn 


ont un diviseur commun; par suite, toute intégrale de (ri) et eu particulier 
f(x) admet moins de » déterminations permutables autour des points singu- 
liers distincts des points £ et des points ajoutés, ce qui est contre l'hypothése. 
Le point « ne saurait donc étre point singulier pour toute intégrale de (6). En 


I I 


posant z — 
(p — x)a, u 


on aura pour w une équation linéaire et homogène du 


second ordre, et comme a n'est pas un zéro de a, (les zéros de a, appartiennent 
aux points £) il résulte que cette équation linéaire a toutes ses intégrales régu- 
lières pour z— a; de plus, il n'existe qu'une seule intégrale qui a le point a comme 
zéro. Par suite, il n'existe qu'une seule intégrale de (6) qui est singulière pour 
æ—a, et cette intégrale a en a un póle. De là, on conclut que toute intégrale 
de (i' admet au plus » déterminations permutables autour des points singuliers 
distincts des points §. En particulier, f(x) admet n déterminations permutables 
de cette manière. Les nombre n,n’ définis à la page 312 sont donc iden- 
tiques. 

12. Nous étudions maintenant l'équation générale (1), et nous supposons 
alors que p=g+ 2. Soit f(x) une intégrale transcendante à un nombre fini m 
de déterminations, prenons un point x, distinct des points £ et des points singu- 
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liers de f(x), et soient y,,... 5, les séries de puissance de x — x, qui appartien- 


nent à f(x). Elles se partagent en groupes 


Vis n 


Yn+1;+++Y2n 


Ym—n+1; em 


à un méme nombre n de séries de telle manière que les séries d'un même groupe 
se permutent autour des points singuliers distincts des points £ et de certains 
points ajoutés en nombre fini, tandis que deux séries qui appartiennent à des 
groupes différents ne se permutent pas de cette manière. Les expressions symé- 
triques f (y,,--- Yn). f» (Un +1: --- 2n); - - - Iv (Vn —n 1. -- - 9m) définissent des éléments 
d'une fonetion f,(x) qui est de caractère rationnelle en dehors des points 5 et 
des points ajoutés. 

Pour étudier les fonctions f, (x),...f,(x) nous étudions d'abord certaines 
combinaisons de ces fonctions. Nous supposons que x, soit distinct des points 
singuliers des fonctions algébriques définies par l'équation en y Q(x,y)—o, 
nous désignons par f,,.../, les séries de puissance de x — x, qui satisfont a cette 
équation, certaines de ces séries pouvant étre identiques, et nous considérons les 
expressions symétriques 


v; désignant l'ordre de multiplicité de la racine 3; de l'équation Q (x, y) — o pour 
une valeur arbitraire de x. On voit facilement que ces expressions définissent 
des éléments de fonctions qui n'admettent aucun point singulier en dehors des 
points £, des points ajoutés et des points singuliers non polaires des fonctions 
algébriques dont 59,,...94, sont des éléments. En effet, supposons qu'un point 
x distinct de ces points soit singulier pour la branche que l'on obtient 


ia C : I T 
en prolongeant la serie definie par l’expression f| = E ——) le long 


* NR 
Yi — Pi Yn — Pi 


d'un chemin de z, à x. En prolongeant les séries définies par les expressions 





I 2 à À : 
D le long du méme chemin on obtiendra » branches dont certaines 
9% Bi. Yn—Bi 


doivent être infinies pour «=x. Ces branches sont données, dans le voisinage 
de v, par les déterminations d'une série de la forme 
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1 
(e—z) "t^g (ie a ) 2 


Les autres branches sont régulières pour «=a. Par suite, la branche définie 
I 


| s obtient dans le voisinage 


par prolongement analytique de fal rco " 
Vi Pi Yn — Pil 


de a par une série de la forme 


v 1 
vtl Liv; +1 
(x — x) $5, Ir, a |. 


où les puissances fractionnaires disparaissent. Si » < »; les puissances négatives 
disparaissent, le point x ne saurait donc être point singulier. 

En s'appuyant sur ce résultat et sur les théorèmes B, C on démontre comme 
au n:0 6 la proposition suivante. 

Les fonctions dont les expressions 


T I y —I,...24 
fof se cxt arem 
Jia Un — Pi 1=1,..-¢ 


définissent des éléments sont des fonctions algébriques. 


I 


Désignons par z,, z,; les séries de puissance définies par les expressions 


[= T 
y PIOS DIEN Pr eer di) er. sp. et posons 
/ (us y») / (y, 0; Yn "| FRSPMSERE : 


q(y)-— y" + ay" it ae 


On aura 


í | IE ee |= 1 p(y) 


par suite 


Ces équations peuvent s'éerire comme des relations linéaires entre 2,,...2, avec 
1 


coefficients qui sont des éléments de fonctions algébriques. 


‘Tl pourrait exister un nombre fini de points x tels que la valeur obtenue pour a = x 
en prolongeant % le long du chemin considéré soit racine de l'équation Q (2, y) — 0 d'un ordre 
de multiplicité plus grand que »;; pour un tel point, on doit remplacer v; par un nombre plus 


grand, mais on voit facilement que cela ne fait aucune difficulté pour les raisonnemants suivants. 
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Nous déduisons maintenant un système d’équations différentielles pour 
fı (&),...fn (x). Nous considérons n series de puissance y,,...%, d'une même 
différence æ— x, qui satisfont à l'équation (1) et nous désignons les expressions 
symétriques de ces series par z,,...z,. En dérivant l'équation 


OK NC Lue gue "pesci, 


où y désigne l'une quelconque des séries y,,.. y, on aura 


(Quotes (nn) 2, yP Zr zn 1) (ayy? s us). + 
D a aa yix E (b, yt + ss +b) =o. 
Ajoutons à cette équation l'équation suivante 
(9) (une Es) (BIT sp Bp) =o, 


B,,...B, étant déterminés de manière que l'on obtienne une équation de degré 
n—ı. Soit 

= 

Bit: : Pepe nBit Ay) yn o 


v=] 


cette équation, où 


A, — (n — v 4- 1)8p2,—1-t (n — v) a5 12 ob (NY — P+ 1) Ape pic 


(The art) 


et z% =o si r » n. Cette équation doit être une identité. On obtiendra done 


dz, dz, 
MESI Ip. Ha Dis 
— £y (Bs + (Nr) ap) = — £y apta (m-—» — 9 + r)d,), 


(v —m,.4.2) 


et ces équations ont lieu méme si certaines des séries y,,...7, sont identiques. 
En déterminant les quantités B,,...B, de proche en proche, on aura pour 
B, B, 
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> 
B,=—na,, 
B,=— na, + a,2;; 


mais pour B,,...B, on aura des expressions qui dépendent lineairement des 


dz, den 


dz! dx. 
vées nous déduisons d'abord, en nous appuyants sur les dites équations, des ex- 


dérivées Afin de résoudre les équations (10) par rapport à ces déri- 


pressions de B,,...B, qui ne dépendent pas des dérivées. A cause des équa- 
tions (ro), la somme des premiers membres des équations (8), (9) est identiquement 


nulle. En posant y = 5; on aura donc 
(B, gu SI ANE B,) (37 Ar NE zi qe Zn) als 
+ (ng? + (n—z)auBi + + ga) (a + bap) =0 
(!=1,...9) 


ou 


si l'on pose 
P(y) Saggy? d ay) SY” Eire 
Nous supposons d'abord que les racines P,,.../y soient distinctes. En résolvant 
les dernières équations par rapport à B,,...B, on aura donc 
2 4 B E 
Pi Jc Base le tg 23:2 


I i) 
—1 24 —v +1 q+1 p (Pi) —»—1 
Bie CDS Be + Bib PUO TOSS Bd ex 
124 





(yi 1,529): 


Introduisons les expressions de B,, D, écrites plus haut. Si l'on pose 





ea 
en g-"*1 pg) (Bi) g—»—1 s 
| .. Ae „Bild; o (8) ^ ees x] 
l^ Ville) 
Ry = — — ng ————— ET (yor,...q), 


pa TENET NT 








on aura done, en s'appuyant sur les valeurs connues des déterminants 


Qni gl. ol 
Pi REES 





! Voir p. ex. Barrzer, Theorie und Andwendung der Determinanten, p. 95, ou Pascar, Die 
Determinanten, p. 128. 
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DUO 


by +10, 


v by mas 
dy — na an 


b 
Za Sm b 


b Bw; CES ROUE 





0 


En introduisant les expressions trouvées pour 5,,... 5 dans les équations (10) 
Zier oe 


10%, 


et en résolvant les équations ainsi obtenues par rapport à "o Tog Ay (Veran) 


0 


on obtiendra le systéme suivant d'équations différentielles 


dz, a viv uo ; 

(11) 1 = — p + >= | à R; + «ls, + o0 (v„=T,...n), 
T 0 u=1 |2=1 

(v) (v) 


“ju, €, , a”) étant des fonctions rationnelles de a,, a,,...a5, by, b,,...bg.! 

Si les racines 9,,.../9, ne sont pas distinctes, les expressions À; deviennent 
indéterminées. Mais on peut écrire R, sous la forme d'un quotient entre deux 
fonctions entières et rationnelles de z,,... 25, Do, 5,,... 5, 


G étant le résultant des deux fonctions de y 
y^ + z,y*-l +. db E, bye oo + ba. 


La fonction G ne peut jamais être identiquement nulle, car une racine f; ne 
peut pas satisfaire à l'équation différentielle. Si l'on écrit R, sous cette forme, 
elle ne devient donc pas indéterminée quand les racines f,,.../f, ne sont pas 
distinctes. 

Nous avons déduit le système (11) sous la condition que les racines (,,... 3¢ 
soient distinctes. Mais comme le système (11) est obtenu par la résolution des 
Y 
7; 
G 
finies et déterminées dans le cas où f,,.../, ne sont pas distincts, il est évident 


équations (ro) par rapport aux dérivées et comme R; — 7 (4 — 1,...4) restent 


que le système (11) subsiste méme dans ce dernier cas. 
Dans le cas où les racines f,,.../, ne sont pas distinctes nous écrivons 


: b ay. y b? al) sont des fonctions entières et rationnelles de &,@,...4p, bo, Pı,... Dg; 


Q) 


p 
IT 


d 2 ; R a t 
sont indépendantes de ao, («,... «p; 40) est égale à —n et 9(2,...o() sont nulles. 
q 
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R; sous une forme qui rappelle la forme primitive de R, valable si 9,,... 2; sont 
distinctes. Partons de l'expression 


! 
=i — +1 P AYi)- .q—v—1 
a se (UA) Tt I 
a (7%) x i=1,...q 
dE 3 ; 
Vi NU ned ur 


où 7,,...7, sont des indéterminés, et faisons tendre 7,,...7, vers les racines 


Ds... pq. Si p; est racine d'ordre »;, on voit que À; peut s'écrire comme une 


fonetion linéaire de 


Ne Ufer 
Zu 1 P NI (gi) y — I, Vi 
y —1 Pi) UT 
0 Bj qi) Testo 
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 9,,...5,. Par suite, R, 


s'écrit comme une fonction linéaire de 


pl) (83) VIT; zr 
p (Bi) D ROM 


Introduisant dans R, 2, —2,,...2, =, on obtiendra une expression À; qui 
s'écrit comme une fonction linéaire des expressions 


qo (Bi) pi—- o. | 
«p (Bi) Sr S) 


Nous avons démontrés que ces dernières expressions définissent des éléments de 


fonctions algébriques. Par suite, il en est de méme des expressions R,,... Rg. 
Considérons maintenant les équations différentielles suivantes 


dz, a RER ite 
(12) eS —p Aa + ps Y at) R; + «el 24 qug Up pH) 
oe J u=l | 4=1 


qui ont la méme forme que les équations considérées au n:o g. Elles sont 


remplies pour z, —2,....2,-z,. En partant des relations linéaires 
TE À VENT, CU 
‚I (Bi) = gi q (Pi) | | 
2 ents coal) 


et en faisant des dérivations successives on obtiendra comme au n:0 cité une 
suite de relations linéaires entre z,,...2, dont les coefficients sont des éléments 
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de fonctions algébriques. Comme on a supposé que la fonction f(x) est trans- 
cendante, il est impossible que toutes les fonctions f, (x),...f,(x) soient algébri- 
ques. Par suite, on obtiendra au plus » — 1 relations linéaires distinctes. Dé- 


signons par z le nombre des relations distinctes et solent 


5 (2 — 4 ^ 
po 2, oed Di Zn = po TT: 75) 
ces relations. 
Considérons les équations 
24) > au Ba) (A s 
(13) DY E, + + Dn £n =| (A=1,!..70) 


et distinguons deux cas. Si elles peuvent être résolues par rapport à des variables 
245...2,, parmi lesquelles ne figure pas z,, on obtiendra, en mettant les expres- 


sions trouvées pour 2,,...2,, dans celles des équations (r2) qui correspondent 


aux valeurs u',,...u, de » distinctes de 4,,...i,, un système d'équations 


différentielles de la forme 


dzw, ay Ÿ , * I 
(14) Due acp ae Donte, + (Oh Ca om Alar eG 
1 jl 


où nous avons posé z, — z,,. Si z, figure nécessairement dans tout système de 
variables par rapport auxquelles les équations (13) peuvent être résolues, on 
aura pour z, une expression qui ne dépend d'aucune des autres variables. Cette 
expression est donc égale à z, (car z,,...2, satisfont aux équations (13)) et définit, 
comme les coefficients des équations (13), un élément d'une fonction algébrique. 
Par suite, f, (x) devait être une fonction algébrique. Or, ceci est impossible, car 
tout pôle de f(x) distinct des points £ et des points ajoutés est nécessairement 
un pôle de f,(x), et la fonction f(x) a une infinité de pôles, comme on le 
voit en remarquant que si f (z) n'avait qu'un nombre fini de póles, cette fonction 
n'aurait, en vertu des inégalités de M. Bourroux, d'autres points singuliers que 
des points singuliers algébriques, et sérait par conséquent une fonction algébrique. 
On voit done que le cas considéré maintenant ne peut pas entrer. 

De la méme maniére qu'au n:o 9 on obtiendra maintenant le résultat suivant: 

Soit 2,,,...2», une solution du système (14), déterminons z,,,...z,, par les 
équations (13) et supposons que Bi +2, +... z,-0 (t=1,...q). Alors, 


toute solution de l'équation 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 6 février 1913. 13 
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satisfait à l'équation différentielle (1). 


En voyant la démonstration du n:o 9 on peut facilement construire la 


; : : , : T : 
démonstration si l'on remarque que les équations | POU Bi) = z,; P( Bi) (r— x,...vi, 
V 


i=1,...q) se trouvent parmi les équations (13) et que A;, R; sont les mêmes 
: ME x q (83) : x 
expressions linéaires de b 5 ; y (7 = I,-.— 91,5 — I,...0) et de iz (nio o 0x 
^ p(B q 
i—1,...q) resp., d’où l'on conclut que les égalités E; — R; (4— 1,...q) sont 
, , : 5o n—1 : 
une conséquence des équations (13) si B; +2,  +...+2, #0 (t=1,...q). 
En raisonnant comme au n:o ro on démontre ensuite que le systéme (r4) 


se réduit à une seule équation, qui est une équation de RICCATI 


dz ay. 


Ayant done ;r' = 1 on peut résoudre les équations (13) par rapport à 2,, ... Zn: 


I 
u Cure lu en): 


et le résultat énoncé tout-à-l heure peut être énoncé maintenant de la manière 
suivante: 
Soit z une solution de l'équation 


telle que 


sn — 2 


n n—1 : 
Bie; + (0,2 + a) Pi +. cba do. 90 -(?-r,.9) 


Alors, toute solution de l'équation 
y^ + zy"—! + (2 4-05) y^ —? +e: E one + 0m =O 


satisfait à l'équation différentielle (x). 

Les coefficients b, c, «,, «', (v — 2,...n), qui sont des expressions ration- 
nellestde*a5,, 07, "as 00) Opa ee Ab MR EN. R, et de leurs dérivées, définissent 
des éléments de fonctions algébriques de caractère rationnelle en dehors des 


points £ et des points ajoutés, (R,,... R, sont symétriques en Bic SBR): Bae 
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les raisonnements du n:o rr on démontre que ces fonctions sont rationnelles. 
Nous aurons done le théorème suivant. 


Théorème 2. Si l'équation (1) ne se transforme pas à une équation de Riccati 
-— a^ -- bz c 


par une transformation de la forme 


RE o LO I Re ER TAC 
ghe UP pst ag 


les coefficients a, b, c, «,, e, (v — 2,...n) étant des fonctions rationnelles de x, toute 
intégrale à un nombre fini de déterminations est nécessairement une fonction algé- 
brique. 

De la même manière qu'au n:o précédent on démontre que f(x) admet n 
déterminations permutables autour des points singuliers distincts des points §. 

13. Considérons maintenant une équation différentielle (1) qui se transforme 
à une équation de Rıccarı de la manière indiquée et qui a une intégrale trans- 
cendante à un nombre fini de déterminations, et voyons quels sont les cas dif- 
férents qui peuvent se présenter. Nous distinguons d'abord deux cas: 

I)il existe des intégrales à une infinité de déterminations, 

2) toute intégrale a un nombre fini de déterminations. 

Etudions d'abord le premier cas, et considérons l'équation de Rıccarı, à la- 
quelle se transforme l'équation (1). Si 2,,2,, 2,, 2 sont des séries de puissance 


de x— x, qui satisfont à cette équation, on a 


£ — 2, 25 — 2s 


£ — 2,2, — 24 


= C, 
Si z,,2,,2, étaient des éléments de fonctions à un nombre fini de détermi- 
nations on voit done qué toute intégrale de (1) aurait un nombre fini de déter- 
minations. On voit done que l’un des deux cas suivant doit avoir lieu: 
ou bien il existe deux intégrales uniformes de l'équation de Riccar, ou bien il 
existe une seule intégrale à un nombre fini de déterminations, cette intégrale 
étant ou bien une fonction uniforme ou bien une fonction a deux déterminations. 
S'il existe deux intégrales uniformes qui sont toutes deux transcendantes, on voit 
que l'équation (r) a deux intégrales transcendantes à un même nombre de déter- 
minations, toutes les déterminations se permutant autour des points singuliers 
distincts des points £. En effet, si » désigne le nombre des déterminations de 
l'une des intégrales et si l'on suppose que toutes ces déterminations ne se permu- 
taient pas autour des points singuliers distincts des points 5, l'équation de Rıc- 
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CATI aurait au moins trois éléments d'intégrales appartenant à des fonctions à 
un nombre fini de déterminations; par suite toute intégrale de (1) aurait un 
nombre fini de déterminations, ce qui est contre l'hypothése. D'autre part, 
si le nombre des déterminations de l'autre intégrale était « », l'intégrale con- 
sidérée tout-à-lheure admettrait un nombre de déterminations <n permutables 
autour des points singuliers distinctes des points 5. Supposons ensuite que 
l'équation de Riccatr ait une intégrale uniforme transcendante et une inté- 
grale rationnelle. Alors, l'équation (r) a une seule intégrale transcendante à un 
nombre fini de déterminations et un certain nombre d'intégrales algébriques qui 
est au plus égal au nombre des déterminations de l'intégrale transcendante (la 
somme des nombres de déterminations des intégrales algébriques est au plus 
égale à ce nombre). Supposons enfin que l'équation de Rıccarı ait une seule 
intégrale à un nombre fini de déterminations. Alors, il en est de méme de 
l'équation (1). 

Considérons maintenant le cas où toute intégrale de (1) ait un nombre fini 
de déterminations. Alors, on voit d'abord qu'il existe une limite supérieure pour 
le nombre des déterminations des intégrales de l'équation de RıccATs, par suite, 
la méme chose a lieu pour l'équation (1)! Voyons ensuite comment varie d'une 
intégrale à l'autre le nombre des déterminations des intégrales. On voit d'abord 
que toutes les intégrales transcendantes admettent le méme nombre de détermi- 
nations permutables autour des points singuliers distincts des points §, car si n 
désigne ce nombre pour l'une des intégrales transcendantes, il résulte de la dé- 
monstration du théoróme 2, que ce nombre est au plus égal à » pour toute autre 
intégrale transcendante. Pour une intégrale algébrique ce nombre pourrait étre 
plus petit que ». Quant à l'existence d'intégrales algébriques, on voit que pour 
l'équation de Rrccarmr les trois cas suivants sont les seuls possibles: r) il existe 
deux intégrales rationnelles, 2) il existe une seule intégrale algébrique qui est 
ou bien rationnelle ou bien une fonction à deux déterminations, 3) il n'existe 
aucune intégrale algébrique. Dans le cas où il existe une intégrale algébrique, 
la somme des nombres de déterminations des intégrales algébriques de (1) est au 
plus égale à 2». Pour étudier comment varie d'une intégrale à l'autre le nombre 
total des déterminations des intégrales il suffit de faire une telle étude pour 
l'équation de Riccarr. Désignons par m’ le nombre maximum de déterminations 
d'une intégrale de cette équation. Il existe au plus 2m/— 2 intégrales pour 
lesquelles le nombre de determinations est plus petit que m’, car l'intégrale gé- 


(Cg 


, , ye i , . 
nérale s’écrit SEE: et une équation de la forme 
4 





! On aura done la solution du problème posé par M. Parxrevé dans la Note citée, p. 178, note. 
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«C--B aC+p, 
C + 7 C 1 


où «,9,7,0,,0,,7, sont des fonctions de x, ne peut être satisfaite que pour 
deux valeures au plus de C. 

M. ParNLEVÉ appelle intégrale exceptionnelle d'espéce 7, une intégrale de (1) 
pour laquelle le nombre des déterminations permutables autour des points singu- 
liers distincts des points 5 est plus petit que m, et intégrale exceptionnelle 
d'espèce 1; une intégrale dont le nombre total de déterminations est plus petit 
que m — m'n;' pour les intégrales d'espéce i; nous ajoutons cette condition qu'el- 
les ne soient en méme temps des intégrales exceptionnelles d'espéce ip. Avec 
cette terminologie nous pouvons énoncer le résultat suivant: 

Toute intégrale exceptionnelle d'espéce ?,, est une fonction algébrique. La 
somme des nombres de déterminations de ces intégrales est au plus égale à 2n. 
Il existe au plus 2m'— 2 intégrales exceptionnelles d'espéce ty. 

14. Nous allons généraliser maintenant les résultats du présent mémoire à 
étre valables pour une branche d'intégrale. Appellons branche algébroide ou branche 
de caractére algébrique une branche à un nombre fini de déterminations qui n'a, 
à l’intérieur du domaine où elle est définie, d'autres points singuliers que des 
points singuliers algébriques; au contraire, nous admettons l'existence de points 
singuliers non algébriques sur /a limite du domaine. Nous démontrons alors le 
théoréme suivant: 


Théorème 3. Si léquation (1) ne se transforme pas à une équation de Riccati 
de la manière indiquée au théorème 2, toute branche d'intégrale à un nombre fini de 
déterminations est nécessairement une branche algébroïde. 


Supposons qu'il existe une branche d'intégrale f(x) qui a un nombre fini de 
déterminations et qui n'est pas une branche algébroide, et soit X le domaine 
où cette branche est définie. Les déterminations de f(x) se répartissent en grou- 
pes à un méme nombre » de déterminations de telle manière que les détermi- 
nations d'un méme groupe se permutent autour des points singuliers de f(x) 


distincts des points £ et de certains points ajoutés en nombre fini, tandis que 
deux déterminations qui appartiennent à des groupes différents ne se permutent 
pas de cette manière. Soint »,,... y, les déterminations d'un certain groupe 
(series de puissance d'une méme différence x — »,), désignons les expressions sy- 
métriques de y;,... y, par z,,... z, et considérons les expressions 


* Voir la Note de M. PaixLEvÉ, p. 170. 
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> 


I pr ( Si uar mE s x 
v p(#) (ea ee 


où p(y) =y" +2, y" t o: +2,. Ces expressions s'écrivent comme des séries de 
puissance z,;; en partant de ces séries et en faisant des prolongements analyti- 
ques de toutes les manières possibles à l’intérieur de X on obtiendra certaines 
branches 2%. On démontre que ces branches sont des branches algébroides. 

Répétons les raisonnements du n:o 13 en astreignons la variable x au do- 
maine X. On aboutira alors au résultat suivant: 


Il existe une équation de RICCATI 


et une équation algébrique de degré n 
: —Xx 2 Xx x 
y* + zy) + (axz oF Cn) afta + cc: + dn & + On =O 


qui ont la propriété suivante: si z est une solution de l'équation de Rıccarı 


telle que 
on c Dd XY 9n—2 X X - 
Bt + TI + (oz ak) BIO + tone + an moi...) 


toute solution de l'équation algébrique satisfait à l'équation différentielle (1). 
Bis d r Xx X * . \ 

Les coefficients bX, cX, a2, a? (v =2,...n) sont des branches uniformes à carac- 

tére rationnelle. 


Démontrons que ces coefficients sont des branches de fonctions ratiounelles. 








— x x 
Ona 2; —— c, 2,4 (tt =2;22. 7); done 


qUO (8j) — we (B yz, + x (Ba) 
Pete NIA) pret El lente pal 


sq (i V'(Biye, + x (Bi) 

ou 
D (y) = y" + aX yt? oun 
2 (y) = y + aX ym 2 + For. 


En partant de z, et en faisant des prolongements analytiques à l'intérieur de 
X on obtiendra une certaine branche qui a un nombre fini de déterminations et 
qui a nécessairement un point singulier essentiel à l’intérieur de X (cf. page 337)- 
a, ax (u —2,...n) peuvent s’écrire comme des expressions rationnelles de a,, 


> X . —X 
Dis e 02 Bp, Dg y Dy es Days Dosis go Eri (PIE Eo EU ee IG) as COMMER MEO TU 
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des branches algébroides on conclut donc que l'on aura de méme des branches algé- 
broides en partant de w'(9;), x (Pi), V" (Pi), 709 (9;) et en faisant des prolongements 
à l'intérieur de X. Par suite, l'expression linéaire de z, écrite plus haut est né- 


cessairement indépendante de z,, et on aura donc 


he qu) (gi) = yd (Pi) = xt (Bi) Lb CT eI 
Pp (Qi) W (Bi) X (Bi 1=1 


Or, en raisonnant comme à la fin du n:o 11 (page 330) on démontre que 
bX, eX, e, ea (u —2,...n) sont des branches de fonctions qui sont de caractère 
rationnelle en dehors des points &, et par les raisonnements précédents du n:o cité on 
démontre que ces fonctions sont uniformes. Par suite, z,; sont des éléments de fonc- 
tions à un nombre fini de déterminations (au plus égal à g) qui sont de caractère 
rationnelle en dehors des points 5 et des points singuliers des fonctions algébri- 
ques définies par l'équation Q(x,y)--0. Comme au n:o 12 (page 331) on dé- 
montre que ces fonctions n'ont aucun point singulier en dehors des dits points, 
et par les théorèmes de M. Bourroux on démontre ensuite qu'elles sont des 
fonctions algébriques. Comme 6%, eX, «5, «5 (u — 2,... n) peuvent s'écrire comme 
des expressions rationnelles de a,, a,,...a», do» 5,,... das Pıs ... Bq, Zu, elles sont 
donc aussi des branches de fonctions algébriques. Comme ces fonctions sont uni- 
formes elles sont rationnelles. Par Ja, le théorème 3 est démontré. 

Le cas le plus interessant est celui où X contient un seul point i. On ob- 
tiendra alors un résultat sur la maniére dont certaines intégrales se comportent 


Un 


au voisinage du point singulier 

Considérons aussi le cas où l’equation (1) se transforme à une équation de 
Rıccarti et il existe une branche d'intégrale à un nombre fini de determinations 
qui n’est pas une branche algébroide. On démontre comme au n:o précédent 
que le nombre des déterminations d'une telle branche qui se permutent autour 
des points singuliers de la branche distinct des points § est un invariant, il ne 
varie pas d'une branche à une autre de la nature considérée, méme si les bran- 
ches sont définies dans des domaines différents. Considérons par exemple le cas 
oü il existe une intégrale transcendante à un nombre fini de déterminations et 
entourons chaque point singulier essentiel de cette intégrale par un cercle arbi- 
trairement petit: on obtiendra toujours le même nombre de déterminations si l'on 
tourne autour des points singuliers distincts des points £ et situés dans un quel- 
conque de ces cercles, et si l'on tourne autour de tous les points singuliers dis- 


Un 


tincts des points 
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ZUR THEORIE DER LINEAREN PARTIELLEN DIFFERENTIAL- 

GLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG VOM ELLIPTISCHEN TY- 

PUS. DIE ERSTE RANDWERTAUFGABE FÜR ANALYTISCHE 
GEBIETE MIT ECKEN. 


= VON 
LEON LICHTENSTEIN 


in BERLIN. 


Es sei 7, ein von einer endlichen Anzahl stetig gekrümmter Kurven, die 
einander weder schneiden noch berühren, begrenztes einfach oder mehrfach zu- 
sammenhängendes Gebiet in der Ebene der Variablen X und Y. Die Gesamtheit 
der Begrenzungskurven von 7, sei mit S, bezeichnet. Es mögen A, B, C, F 
stetige Funktionen von X und Y bezeichnen; A und B haben in 7, und auf 5S, 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, C und F erfüllen in jedem ganz 
im Innern von 7', gelegenen Gebiete die HórpER'sche Bedingung 


IG Gx 8, Y -2)—C(X, Y)l<6[l41+ late, 
ros ne VERDE (Xl SU ^] b MPs o<acr: 


(1) 


Hierin bezeichnet ? eine gewisse positive Grösse. Betrachten wir die Differential- 
gleichung 
EU fU dU aU 


Io xan gyi ox Por 


tO UJ — e Rue 
Die Bestimmung derjenigen Lösung der Differentialgleichung (2), die in 7, 
und auf S, stetig ist, auf S, verschwindet und deren partielle Ableitungen erster 
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und zweiter Ordnung im Innern von 7, sich stetig verhalten, ist von den Herren 
HiLBERT und Prcarp auf die Auflösung einer linearen Integralgleichung zurück- 
ceführt worden.! Haben die vorgeschriebenen Randwerte, als Funktion der 
Bogenlänge betrachtet, stetige Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung, 
so führt die Substitution 


(3) U(X, Y)— U,(X, Y) Fc (X, Y), 


worin v, die in T', reguläre Potentialfunktion mit gleichen Randwerten bezeichnet, 
das Problem auf das vorerwähnte zurück. 

Sind die vorgeschriebenen Randwerte schlechthin stetig, oder, noch allge- 
meiner, beschränkt und integrierbar, so führt, da die partiellen Ableitungen 


‚-— am Rande im allgemeinen nicht existieren, die Substitution (3) nicht 
( 


mehr zum Ziele. 

In einer in den Mathematischen Annalen veróffentlichten Arbeit, sowie in 
einer Note in den Comptes rendus habe ich den Existenzbeweis der Lósung für 
abteilungsweise stetige Randwerte geführt.” In einer weiteren kurz darauf er- 
schienenen Note? habe ich den besonderen Fall eines Gebietes behandelt, welches 
durch Vermittelung einer analytischen Funktion von der Form 


(4) z — 2% —(Z— 2) P[(Z—Z,)"], B(o) <o, v»o 


auf den Einheitskreis konform abgebildet werden kann. Diese Untersuchung 
soll in der vorliegenden Arbeit auf allgemeinere Gebiete mit Ecken ausgedehnt 
werden. 

Das Randwertproblem wird durch geeignete Modifikation der von den Her- 
ren HiLBERT und Prcanp zuerst eingeführten Methode der teilweisen Integration 
auf die Auflósung einer linearen Integralgleichung mit unstetigem Kerne zurück- 
geführt. Es ist in unserem Falle der Gebiete mit Ecken nicht möglich, durch 


! Vergl. Hiner, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
Gott. Nachr. 1904, 8. 248 u. ff, Prcarp, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1906, 8. 
250—254, und Annales de l'Ecole Normale, 1906, 8. 509 u. ff. 

* Vergl., Zur Theorie der linearen partiellen Differentialeleichungen zweiter Ordnung des 
elliptischen Typus, Math. Annalen, 1909, 8. 559—575, ferner, Sur la détermination des intégrales 
de l'équation de 2 + zi rt 9 “4b 25 +cu=f par leurs valeurs le long d'un contour fermé, 

0%: “diye dx dy 
Comptes rendus, 18. 10, 1909. 
? Sur la détermination des intégrales de l'équation DM + du RG du +h au +cu=f 
d x* dy? Ox dy ; 
par leurs valeurs le long d'un contour fermé dans le cas des pointes, Comptes rendus, 29. 11. 
1909, 
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wiederholte Iteration zu einem stetigen Kerne zu gelangen. Nichts desto we- 
niger führt, wie ich in der zweiten der soeben genannten Noten zuerst nach- 
gewiesen habe, die FREDHorLw'sche Methode unmittelbar zum Ziele. Der Be- 
handlung der erwähnten Integralgleichung, insbesondere der genauen Durch- 
führung der etwas schwierigen Iteration ist ein beträchtlicher Teil des ersten 
Kapitels gewidmet. In dem zweiten Kapitel wird zunächst die Grern’sche 
Funktion der Differentialgleichung (2) gebildet; sodann wird ihr Verhalten bei 
einer unendlich kleinen Aenderung der Form des Gebietes untersucht. Auf die 
Ergebnisse dieser Betrachtungen gestützt, wird schliesslich, in diesem Umfange 
zum ersten Male, die bekannte Fundamentalformel bewiesen, welche die Lósung 
der Differentialgleichung (2) als Funktion ihrer Randwerte angibt. Die be- 
kannten Beweise dieser Formel setzen stillschweigend stetig gekrümmte Gebiete 
und Randwerte, welche, als Funktion der Bogenlünge betrachtet, stetig sind und 
stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung haben, voraus. 

Hiermit ist das erste Randwertproblem vollständig erledigt. Die soeben ge- 
nannte Fundamentalformel gestattet, wie ich an einer anderen Stelle gezeigt 
habe, eine Anzahl anderer Randwertaufgaben, darunter die Bestimmung perio- 
discher und doppeltperiodischer Lösungen auf die Auflösung linearer Integral- 
gleichungen zurückzuführen. 


Kapitel I. Die Auflósung des ersten Randwertproblems. 


8 r. 


Es sei 7' ein einfach zusammenhängendes, von einer endlichen Anzahl Stücke 
regular analytischer Linien! begrenztes Gebiet ohne Spitzen.” Die Randkurwe 
von 7 soll mit S bezeichnet sein. 

Wie ich an einer anderen Stelle bewiesen habe, gilt nun der folgende Satz :? 

Es sei 2—z(Z)— x(X, Y) + iy(X, Y) —x t iy eine analytische Funktion, 
durch deren Vermittelung das Gebiet T' in der Ebene (X, Y) auf die Fläche X 
des Einheitskreises in der Ebene (+, y) konform abgebildet werden kann. Die 
Peripherie von K sei mit C bezeichnet. Es mögen A, =(X,, Y,),... A; — (X5, Yx) 


! Durch die Bezeichnung »regulär analytisch» soll angedeutet werden, dass jedes Kurven 
stück über die beiden auf ihm liegenden Ecken hinaus analytisch fortgesetzt werden kann. 

* Der Einfachheit halber betrachten wir zunächst nur einfach zusammenhängende Ge- 
biete. Am Sehluss dieses Kapitels wird der allgemeine Fall eines mehrfach zusammenhängen- 
den Gebietes kurz erledigt werden. : 

? Vrgl. die inzwischen erschienene Abhandlung des Verfassers, Über die konforme Ab- 
bildung ebener analytischer Gebiete mit Ecken, Journal für Mathematik 1910, S. 100—119. 
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die Eckpunkte von T sein; «x,...ax1#7 mögen die Winkel, welche die Seiten 
von $ entsprechend in 4,,... 4; einschliessen, bezeichnen. Es ist o «c, €2,... 
o<a;<2. Den Punkten 4;,-(¢=1,...k) mögen in der Ebene (x, y) die 
Punkte B;=(a;, y), (4 — 1,...k) entsprechen. Man kann dann setzen 


= dz k MU. 1 
(5) az -M-2* «0. 


Un 


oder auch 


? dz — m > \1— 0; = De) ET 
(6) az Memes am tai. 


Die Funktion v,(Z) ist in T regulär und auf S stetig. Desgleichen ist v,(z) in 
K regulär und auf C stetig. Das Minimum des absoluten Betrages der Funk- 
tionen ı,(Z) und v,(z) ist von Null verschieden. 

Es sei jetzt diejenige in 7 und auf S beschränkte, im Innern von 7' mit ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Lösung U (X, Y) der 
Differentialgleichuug (2) zu bestimmen, die auf S eine vorgeschriebene abteilungs- 
weise stetige Folge von Werten annimmt.' Führt man durch die Gleichungen 


— 
I 
— 


aj — aX SY: yay n XG) 


x und y als neue unabhängige Veränderlichen ein und setzt man U(X, Y)— 
— u(x, y), so geht das zuerst vorgelegte Problem in das folgende über: 

Es ist diejenige in A und auf € beschränkte, im Innern von K mit ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Lösung w(x, y) der 
Differentialgleichung 
JS MU REM 


gua ug y? ^ dx 0% 
à ) X? 1X\? ) X? 0 X\? 
+ Cu (a) 2d (= =F (=) a! En 
VE dy 0% dy 


1 Ist die Randfunktion beschränkt und im Lesessur'schen Sinne integrierbar, so lautet die 
Randbedingung genauer: die Lósung U(X, Y) soll bei der Annäherung an den Rand längs 
einer beliebigen, die Begrenzung nicht berührenden Kurve, ausser hóchstens in einer Punkt- 
menge vom Masse Null, die vorgeschriebenen Werte annehmen. Es sei vorübergehend die 
Randfunktion mit w(s) bezeichnet. Wie sich bald zeigen wird, nimmt U(X, Y) jedenfalls in allen 
denjenigen Punkten die vorgeschriebenen Werte wirklich an, in denen c(s) die Ableitung des 
unbestimmten Integrals /¢(s)ds darstellt, insbesondere also in allen Stetigkeitspunkten von t (8). 
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zu bestimmen, die auf C eine vorgeschriebene abteilungsweise stetige Wertfolge 
annimmt.! 
Wir schreiben zur Vereinfachung 


UX 0Y Ox SG A OP. EUIS QN 
a(t, y)—A 25 +B dx b(z, y) =A du 4328 "E € (o, ¥) el 3 | | | 


da(x, y) , db(x, y) 
à Ox dy 


+ 0 X? 0 XY? 1[0 A 0B 6 
- [3 + (iy) Hox + a7 el 


Ou du du Ox 
(ro) — +-— +a Eb +cu=f. 
(rd. e 0% dy 


= =) — c(z, y) 


dx 


(0) fe =| 
somit 


Die Funktionen « und 6 haben im Innern und auf dem Rande von Kk, 
ausser in den Punkten 5;, (i =1,...hk), stetige partielle Ableitungen erster Ord- 
nung. Die Funktionen c, d und f sind in A und auf C, ausser in den Punkten 
D; stetig; c und f erfüllen im Innern von K die H6LpER’sche Bedingung. Es 
sei vorübergehend r;— V(p— pi)? + (q— qi)? gesetzt. Beachten wir die Formel 
(6), so finden wir 


1 k 
(11) a(p, 9) — Ir, 9. *0.0 — Is (p, a) 
i=1 i=1 
Kk 
cp, 9 = e»t» o. 
1-1 
k k 
(12) dp, 9) — Ivi «(». 9). fo, 9) = [fr ep, 9 
il t=] 


Die Funktionen w, 7, 9,u,¢ sind im Innern und auf dem Rande von K 
beschränkt und, ausser etwa in den Punkten B;, stetig. 

Es sei C' der Kreis um den Koordinatenursprung in der Ebene (x, y) vom 
Halbmesser 1— 9. Das von ihm begrenzte Gebiet sei mit K' bezeichnet. Es sei 
ferner (x, y) ein Punkt im Innern von K'. Wir bezeichnen mit G'(x, y; p,q) die 
zu dem Gebiete K'gehórige GREEN'sche Funktion im engeren Sinne, mit v' (x, y) 
diejenige im Innern von K' reguläre Potentialfunktion, die auf C' dieselben Werte 


' Vrgl. die vorhergehende Fussnote. 
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wie die Funktion w(x,) annimmt. Einer bekannten Formel der Potential- 


theorie zufolge ist 


du Ju 


I : Y! f 
(13) U6 Af) — Es | L (Deeds nat. q) jp + b(p, q) do 3 
Kr 


+ (p,q) ulp, q) — fp, n tra + v (e, y); 


oder nach einer teilweisen Integration 


2 


r (p 0G oso) 9G TD: 
a4) u(y)=— 5 Hl ap PD a(p,q) + Ma à Du, q) + 


the 
K' 


+ d(p, q)G'(x, y; p, 2| up, q)dpdq 4 v (x, Ue | fe q)G (x.y; p,q)dpdq. 
uw 


Es sei v(x, y) diejenige beschränkte, im Innern von K reguläre Potential- 
funktion, welche auf C, ausser in den Unstetigkeitsstellen der Randfunktion, 
die vorgeschriebenen Randwerte annimmt.! Es sei ferner G(x, y; p,q) die zu 
K gehörige GREEN'sche Funktion im engeren Sinne. Lassen wir jetzt die Grösse 
ö gegen Null, somit den Kreis A’ gegen den Einheitskreis X konvergieren und 
sehen wir zu, welche die Grenzwerte der einzelnen Glieder auf der rechten Seite 
der Gleichung (r4) sind. 

Nach einer bekannten Formel der Potentialtheorie ist 


T 22, Us Des ; 
(15) via, y) — v (o, y) - P | = D)» (p, q,) —v (py, Go) M(x — 8) 0. 
Ó 


Hierin bezeichnen: p,,q, die Koordinaten eines variablen Punktes auf C', 


die Ableitung in der Richtung der Innennormale im Punkte (p,, 9%). Wir 


on 
lassen jetzt beim festgehaltenen Verhältnis die Grósse 0 gegen Null konver- 
0 
gieren. Alsdann ist zunächst 
. 0G'(z,y; p, Qn) | 0G(z, y; 
NN TE (v, ys Pus Qo) | 0G (v, ys Ps q). e Po Yo 


is ak un io are Vere 


‘Ist die Randfunktion im Lesessur'schen Sinne integrierbar, so ist im allgemeinen eine 
gewisse Nullmenge von Randpunkten auszuschliessen. Vergl. Farou, Séries trigonométriques 
et series de TayLor, Acta Mathematica, Bd. 30 (1906). 
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Die Punkte (p,,q,) auf C' und (p,q) auf C liegen auf demselben Halbmesser 
von K. 
Es ist weiter, ausser in den Unstetigkeitspunkten der Randfunktion, 


(17) lim [v(po, %)— v' (po. %o)] = o-' 


0-0 


Ferner ist für alle hinreichend kleinen 0 und alle 6 


0G' (v, y; Por %) 


«m 
dn NOM 


(18) 
lv» (po, q.) eh (Do: 9)| Sm; 


worin m, und m, gewisse positive Werte bezeichnen. 
Nach bekannten Sätzen ist 


(19) lim [u(x, y) — v (z, y)] — 


0-0 
I (9G (x,y; p, d) : } 
| zd ENSE. m Lo (ps, qo) | — vd) qo) | d —0, 
ù 
(20) : lim v'(x, y) = v(x, y).? 
0-0 


Es sei, wie vorhin, (x, y) ein Punkt im Innern von A’. 
Wir schreiben in der üblichen Weise 








G! (x; y;'p, q) = log ———  — ———— + g(x, y; p. 9), 
E pesa) (¢—y)? 
(21) 
G(x, y; p, 9) = log ——— —— — + g(x, y; p, q). 
| Koz) -(¢—9)" 


Nunmehr betrachten wir die Differenz 


10 = | | to». q)G (x, y; p, g)d pdq — | | f (p, q)G (x, y; p, g)dpdq— 
#4 K^ 


! In jedem die Unstetigkeitspunkte der Randfunktion nicht enthaltenden Teile von ( ist 
der Grenzübergang gleichmässig. 

* Diese Beziehung gilt, wie man leicht zeigen kann, auch wenn die Randfunktion be- 
schränkt und im Lesescur’schen Sinne integrierbar ist. 
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(22) — | | [(p,q)G(x,yip,q)dpdq + 


K—R! 


+ | ro. q)lg(x, y; p, 9) —9 (x, y; p, ag)) dpdg — IO +19. 

ro 
G(x,y;p.q) ist, als Funktion von (p,q) betrachtet, in dem Gebiete K — K' 
stetig, die Funktion f(p,g) wird nach (12) in den Punkten Bj, sofern a; <1, 
wie ;205—? unendlich. Offenbar wird /® mit 0 zugleich gleich Null. Beachten 
wir die bekannte Bedeutung der Funktionen g(x, y; p,q) und g'(x, y; p, q), so 
überzeugen wir uns leicht, dass man eine Zahl ö,>o so klein wählen kann, 


dass für alle 9 < 0, in allen Punkten (p, g) von K' 


(23) lg(z,9:9.4)—9 (2, V; p. dl] «e 


wird. Daraus folgt aber 
(24) Lopes | [Aro dldvda<e| flip, Dlapaa ye, 


K K 


unter y eine Konstante verstanden. Es wird daher I®, somit auch IU) mit 0 
zugleich unendlich klein. 
In analoger Weise kann gezeigt werden, dass das erste Integral auf der 
rechten Seite der Gleichung (14) für d=o gegen das Integral 
MER OG (x 
23 [fnm afew, ^ 


K 


d G v, ; , 
+ b(p, q) — ( quem T 


Ys p. q) 


Óp 


T d(p, g)\ Glas yep, 2t dq 
konvergiert. Beachten wir dies, so finden wir durch Grenzübergang 


Fo 0G (x, y; p, q) OG (x,y; p. q) 
ule, y) — 2 | | «to. law PEU + 05 ee 
+ d(p, q) G(z, y; p, 0 tpa Tv(z,y)— E | | f(p, q) G (v, y; p, Ndpdg. 
KE 
Wir erhalten somit als erstes Hauptresultat den Satz: 


Jede in K und auf C beschränkte Lösung der partiellen Differentialgleichung (ro), 
die im Innern von K mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten 
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Ordnung sich stetig verhält und auf dem Rande eine vorgeschriebene abteilungsweise 
stetige Wertfolge annimmt,' ist zugleich eine Lösung der linearen Integralgleichung (26). 


Der Auflösung dieser Integralgleichung wenden wir uns nunmehr zu. 


$.2: 


In den folgenden Betrachtungen nehmen wir zur Vereinfachung an, dass 
die Anzahl der Punkte B;, in denen die Funktionen a(p, q). b(p, q), c(p, q). 
d(p,q). f (p, q) (für «c; <1) unendlich gross werden können, gleich eins ist. Der 
allgemeine Fall £ » 1 erledigt sich in genau derselben Weise, nur dass die Rech- 
nungen entsprechend komplizierter werden. Den einzigen singulären Punkt be- 
zeichnen wir nunmehr mit H — (i, 7), den zugehörigen charakteristischen Expo- 
nenten mit c. Wir nehmen occ««r an. Der Fall r<«<z ist beträchtlich 
leichter zu erledigen. 

Es sei (x*, y*) der zu dem Punkte (a, y) in bezug auf den Kreis X kon- 
jugierte Punkt. Bekanntlich ist 


I I TC I 
(27) G(x, ¥3 p,g)—= > log (SES OB E — qu g(x, y; Ps q) > 


g(x, y; p, q) ist, als Funktion von (p, g) betrachtet, diejenige in K reguläre Poten- 














tialfunktion, welche am Rande die Werte = log - = —— annimmt. 
| 2 (@—p} + (y —@)? 
Wie man leicht zeigen kann, ist 
;E » ' ar 
(28) IG (z; v; 9, Ra + —|log (z— p? + (y — 25. 
unter o, eine gewisse positive Zahl verstanden. 
Es ist ferner 
DEEE t NNI à < EI ; 
dp ud c 9 WE WE le — D} + WDR 
0g (x, y; p. q) ET - 
0g = pp-ruy--gyh 


1 Vrgl. die Fussnote auf der Seite 348. 
Acta mathematica. 36. Imprimé le 11 janvier 1913. 
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daher 


, 


dp ^ Le — p+ (y — 9 
e c c 2 


0G (x, y; D, 2 
UE | (2,951 |< 


aq [le — p»)* + (y — a 


Wir bezeichnen den Kern der Integralgleichung (26) mit X (x, y; p,q). Aus (28) 
und (29) ergibt sich die weitere Ungleichheitsbedingung 


Feng (s cca POI NI 


(30) ]|K(v,y;p,q)l— a (p, q) 





270 dp dq 
r 
i rb )G un Eat < ja—1 1 = - 5n IT ro cM. r2la—ı) B 
+ dp, gq) G(x, y; p, |< Pr; [(x — p)? + (y— YF d OUT. 





+ Rete] log (ep? + (y—49)|— Ko (@, ys v. 0). 
Hierin bezeichnet rj;— ri; den Ausdruck 
roi = (p — +. 
P, Q und À sind gewisse positive Werte. 


Wir führen zur Vereinfachung die weiteren Bezeichnungen 


3 


riy = tpi = [(p — 2)? + IE oe = ap = [(p — x? + (q — y), rpz = rap = 
= [(p'— a)? + (g' —y9?E, ra = [le — 2)? + (y — N] u. s. w. 


ein und schreiben demgemäss 
" E 9(a— bre 
(31) K,(r,9:9, 0) — Pre +Q + Re) loge 
f oz 


Von dem Kerne A (x, y; p, q) gehen wir zu den iterierten Kernen über. Es 
soll nunmehr gezeigt werden, dass man nach einer endlichen Anzahl von Itera- 


tionen zu einem Kerne von der Form 
„2(a—1 ET 
rae) f(x, y; p. q) 


gelangen wird. Hierin bezeichnet f (v, y; p,q) eine in K und auf C stetige Funk- 
tion von z,9;,Q.t 

Neben dem Kerne K(x, y; p,q) und seinen Iterationen KW), KO,... be- 
trachten wir den Kern A,(v,y; p, q) und die aus ihm durch wiederholte Iteration 


! In meiner zweiten Comptes rendus Note habe ich irrtümlicherweise angegeben, diese 
Form käme bereits dem zweiten iterierten Kerne zu. 
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entstandenen Kerne KU, K,®,.... Unter diesen gibt es, wie gleich gezeigt 


werden soll, einen Kern X,”, welcher der Ungleichheitsbedingung 


(32) Km, Ys Ps q) Ore, 


unter € eine gewisse positive Grösse verstanden, genügt. 
Betrachten wir den Kern 


KU (x, y; Pg) = IET (x, y: p, q') K.(p. ds p, g)dp' dq'. 
"K 


Die Funktion A, (x, y; p,q) besteht aus einem Aggregat von Gliedern von der 
Form 


0d i i | | a 
I, = ya | | pum. ; d p! dq - I, — yat) | | 
1 p'i 7 à 35722 
pt Ap pr Vp'a: Tp'p pi À 
= K K 


tre; dp dq; 


Tp'x 


; I I 
— y2(a—1) ya—l , a y FA : — vul S(a—1l) . I [2 
ncm Wess = |log ry, | d p'dq'; I, = "n | | "n = dp dq'; 
D pec p p 


K ‘K 
: rn Yn 
zs SC) Hal) d da: I. — r1) pul EUM 
(33) fie Une | | rue Vdp'dq; I,—rX | | 15:9 [log ryp| d p dq’; 
ee ' 


: 
— ma—] :2(a—1) Yos m! l. — yXa—1 y9(a—1 Ly r Is 
Ter es |log rj]. dd Ug. = re) | Ert og ryz| dp dq'; 


K | K 


^n 


1, — rien | | 1245 log rye| Hog rod dp da 


K 


Wir suchen jetzt diese Ausdrücke einzeln abzuschitzen. Es mögen w,, w,, » 


positive Zahlen bezeichnen. Ist w, > w,, so ist — Se, 
SUN TODAS MSN 


ist dagegen tw, € w, 
’ I C - 
so ist Be < aee In beiden Fallen ist daher 


I n ge 
QE ODS ADR UN CETUR 


(34) 


Betrachten wir den Ausdruck /,. Aus (34) folgt, dass 
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A I m YUT I £u 
I < rer . d dg! + 52 = . d p dq' « 
{ss pi rt [jte 1 q 4 pr y2—" l'p'p 1 q 


pr 


I I I I I 
udo dpi | | aca 5 dp dd — Lydus 


uro pfi "p'p JJ "pa ‘Pr 


In /,, und /,, sind die Integrale über die ganze unendliche Ebene zu erstrecken. 


Um den Ausdruck /,, abzuschätzen, setzen wir vorübergehend rp;=h, 


p=hp, q=hq, tex =V(p—p')? + (q—9)* u. s. w. Wir erhalten 


eee: E dp dq' = I IP = dp'dq. 


, 


25 D Yp'p hi ; 5; No 


Da nunmehr 7,; = i ist, so ist das Integral rechts eine Konstante. Wir 


setzen 


EET I I 
| = + —dp'dg' = au 


I I à I 
| | car d p' dq! = LEM p, . 


, 


RU de pr Pp pr 


0, bezeichnet ebenso, wie die später vorkommenden Grössen 6A, (,,... eine ge- 
wisse Konstante. Wir erhalten somit 


T I 
(30) 1, < 0, p2—2a Ar 0. plc pire : 
pi pi px 


Wie man sich leicht überzeugt, ist 


I 
21a) 
Mei 


(37) 1:9: 


Es sei « « « eine beliebig kleine positive Zahl. Bei geeigneter Festsetzung 
einer positiven Zahlgrösse %,, können wir setzen 


' Diese Transformation entnehme ich der Abhandlung von Herrn Prrnixi, Les dérivées 
premieres et secondes du potentiel logarithmique, Journal de Mathématiques, 1909, p. 127—223. 
Sie leistet auch bei der Abschätzung verschiedener anderer Integrale eute Dienste. 
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Jie s : E pe = dp'dg'<b, 


I ^ I | I 
-2(1—«a) || y2— ata’ I peo ata’ I 


,20—a) Wa du qu 
Vi i nd E Vp'x pp pi vie p'i pr 
K K 
I tec dus I 
F ar dp dq' <9; ECL 
pp pi 
EN ET I I EE I I I p 
f; > „la | Ty? EE | acies | dp d 22 0 y23ata' 0 pla ; gi2ata > 
DIR pp p'i par pi pi pr 
K 
"TEN. mI I 
| ce qup 
» peste 4 yl a pi 
pt pt pr 
In änlicher Weise findet man 
I J I P > I I 
0: REL TU) pua ose) a’ TROUS way? Lo <a ECL 
pi pi pi pi pi 
daher schliesslich 
I I I 
Uc ALT = 
(38) K (x, Ya Bs q) > Dia y2—20 4 Ba aca 1 yl 
pi pi pr 
Wir bilden jetzt den Kern 
= Of, ó = 7 Fr 5 r I I frs r ! 
(39) KP v, y: p. Y= | [ «ee yi pq) KD (p, qs p, g)dp dq. 


K 


Nunmehr haben wir folgende Ausdrücke abzuschützen: 


' 





pi p'i pi 


I S ERST T i RI y Be 
I, E 72724 | pee dp dq ? I, M py! =) | e 
K 


ap 


Dual. 
Der dp dq, 
pp' 


I I I ! ! n I I TE N ; 
Lis - 22a || pie plu dq dq, I, npe | | ane dp dq'. 
Ju 


pi pr pi 


K 


ve ps p p'p 
K 


Die Betrachtungen, die den soeben durchgeführten ganz analog sind, ergeben 


die Ungleichheitsbedingungen 


I I T - I L I 
I, < s pa : I, Mm 3—4« ? T, > 0, 22a ? Ins ms Os pete at 19 pita pide? 
pt pt pt pi pi pr 


somit 
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x (9 p at 3t T 1 
(40) KA) (an y p: q) SS 035 y2 9, 1% () . pia 


—2?u 21 yl—a 
pi pi px 


Der nächstfolgende iterierte Kern 


K®) (y, y; p, q)- { KR (x, y; p', q') KP (p, q'; p, g)dp dd’ 


'K 


erfüllt die Ungleichheitsbedingung 


Jj I T I 
(41) K® (v, y; p, q) X Un p2—«) + 06, pice ji 
pi pi pr 


So geht man weiter. Nach einer endlichen Anzahl von Iterationen erhält man 


einen Kern K(?, welcher die Ungleichheitsbedingung erfüllt 


0172 


= T 
Ko (m. y; p, q) «o p2—a) R 
pi 


— 

+ 
D 

— 


Kehren wir nunmehr zu dem Kerne K (x, y; p, q) der Integralgleichung (26) zu- 
riick. Man überzeugt sich leicht, dass die iterierten Kerne KW, K®,... sich 
stetig verhalten, ausser höchstens wenn (43) y— p, y = q oder (44) p—i, q =) 
wird. Überdies ist für alle » 


(45) [KO (x, y; p, g)) « KP (v, y; p. 0). 


Der Ausdruck KE, y; p.q) stellt somit eine beschränkte Funktion von 
v,y;p.q dar, die mit etwaiger Ausnahme der Werte (43) und (44) ihrer Argu- 


mente sich stetig verhält. Man überzeugt sich nunmehr leicht, dass der Kern 


ea 


(46) KE (x Ys 3.) — | [ £9. u; pq) KV (p, g's p, g)dp dq 
v 

in der Form 
(47) KY» (x, y; p, g) =r f (v, ys. p. ) 

' Die für AQ) aufgestellten Ungleichheitsbedingungen gelten für a < Zi gems 

> 
so ist 7 > K2) (xv : V I , I œ 9° i m 3 "hä P 
so ist z. B. KO) (v, y; p,q) <0, = GRR EET | log re | |t sd y so erhält man 
pi pi 


KO) (x, y; p,q) < 07 
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dargestellt werden kann. Hierin bezeichnet f(x, y; p,q) eine in K und auf C 
stetige Funktion von x, y; p, q. 

Ist die Anzahl %k der Punkte, die wir am Anfange dieses Kapitels mit 
Bi — (pi, qi), (6 —1,..., k) bezeichnet haben, mithin die Anzahl der Eckpunkte 
des Gebietes 7' grósser als eins, so führt die wiederholte Iteration nach einer 
endlichen Anzahl von Operationen auf einen Kern von der Form 


i=k 
‘ = Y I 
(48) K* (v, yi Pp. =f (2,93 9.) D aus‘ 
i-1 PPi 


Hierin bezeichnet /* (x, y; p, q) eine in K und auf C stetige Funktion. Der Aus- 
druck r,,, ist mit der am Anfang dieses Kapitels mit 7; bezeichneten Grösse 
identisch. 


Die Integralgleichung (26) ist der Integralgleichung 


(49) u(æ, y) + | K*(x,y; p,q)u(p, gdpdq= w(x, y) 
'K 


aquivalent. Der Ausdruck wv(v, y) stellt eine in A und auf € beschränkte, im 

Innern von K- stetige Funktion dar. Am Rande nimmt (a, y), ausser in den 

etwaigen Unstetigkeitsstellen der Randfunktion, die vorgeschriebenen Werte an. 
Betrachten wir allgemeiner die Integralgleichung 


(50) u(x, y) + Al K* (x, y; p,'q)u(p, g)dpdq — v (v, y). 
Js 


Man bemerkt leicht, dass es nicht móglich ist, durch wiederholte Iteration zu einem 


' Wir nahmen 0<a;<1 an. Wir können daher die Beziehungen (11) durch die Glei- 
chungen a (p, = Dre #1 (D, Q) bd (p, q) = Dan v1 (p, 9) € (p, N= Dre 90, (p, 3 
d(p, q) = =n fy Cp, qs Jp, à) = Dre e,(p,q), worin z,,... €, gewisse in A und 


auf C beschrünkte, in A stetige Funktionen bezeichnen, ersetzen. Hierdurch wird die Abschii- 
tzung der iterierten Kerne etwas übersichtlicher. Als Endergebnis erhält man die Formel /48), 
für die man auch ebenso gut hätte 


k 
- os I 
(x; y; 0,9) — Ji" (a, y; RO) | es 
i=1 PH 


setzen kónnen. 


360 Leon Lichtenstein. 


überall stetigen Kerne zu gelangen; alle iterierten Kerne haben, in der Tat, die 


Gestalt 


k 
7 4 I 
K (ayy; 95-9) =f", ys v.g) p= , 
i=1 PPi 


worin f(x, y; p, q) eine in K und auf € stetige Funktion von x, y; p, q bezeichnet. 
Nichts desto weniger bleibt, wie sich gleich zeigen wird, die FREDHOLM’sche 
Theorie auf die Integralgleichung (50) im vollen Umfange anwendbar. 


Es móge zur Abkürzung 


: 
I > 
ern — pp, 9), K* (v, y;.p, q) = f*(x,y; p, a) q (p. q) 


i=1 PPi 


gesetzt werden. Betrachten wir den FREDHOLM’schen Ausdruck 


LL 
d MPG qu 
I m! Am (a, y; p; q) D (i; b 4 
(51) H (2,9; 9, 5; 4)= - a Il 
v À D (2 
Tet N ^m 4 ( ) 


m 


im! 
1 
Im vorliegenden Falle ist 


(x,y; p, D p, qs; Ps, 15 p, g)pp, a; .... 
f* (5m, Im; p. 4) P (p, q) 
178,95 9,205) 9 (8; 3 4s TES o TERI GUA) 92) (Gin En))B co o < 
ler u rey GS ere) 
og ere tup! p=f I (9; 8 te) (y lee Bee 
) f 5 (8mm: 52:90; Er) 


Sara 1; Sm; Li) (tn): TESTS L5 Sm; bn) (p (Sm; bn); ... 
PF (8m, tm; Sm; tm) P (Sm; tm) 


.ds, dt, ds,dt,...d8mdtm, Avl&, y: D, 4) —1"(&; y; Ps'g) pp, @); 


(53) An= | | As (85. to: 80 ta) dade. 


He 
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Für (52) kónnen wir auch setzen 


I (Sms Ins mag) 


jt (Sm, Im; Sis n) 


Tota 5 Sm Im); fo (s,, tn: Sms tm); .... 
re (Sins tins Sms tm) 


NAIL) Er in) daidiinads bys 


Es sei M = Max |f* (x, y; p, q)| für alle +, y; p,q in K und auf C, 


gu | | ve, t)ds dt. 


UC 


Der bekannte Determinantensatz von Herrn HADAMARD ergibt, wie man leicht 
sieht, die Ungleichheitsbedingungen 


m +1 


E y» P, 4 <a (m. ir I) 2 Mmt GE, 


y(p, 4) 
(55) 


n» 


| Am | «qm? Mn gm. 


Offenbar ist 


H (x, y; 9, 95 4) 
qp, q) 


eine in K und auf C stetige Funktion von «x, y; p,q und eine meromorphe 
Funktion von 4. Wir setzen 


(56) NOT SON o cut 
2 Hos epbug sh) EA (25193 05 95 2) dmi 2 — aj) 
i=1 Phi 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 11 janvier 1913. 16 
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Ist = 1 keine Unendlichkeitsstelle der Funktion h(a, y; p, q: 4), so lässt sich in 


bekannter Weise zeigen, dass die Funktion 


Ur (x, y) — | [He Y3P, 9; 1) (p, q)dpdq 


D K 


die Lósung der Integralgleichung (49) darstellt. 
Ist 4 eine Nullstelle von D(A), so ist die homogene Integralgleichung 


u(x, y) 4 4 | | KE (x, y; p, g)u(p, q)dpdq—o 
vs 
auflósbar. Die Übertragung der bekannten weiteren Schliisse von Herrn FRED- 


HOLM bietet keine Schwierigkeiten. 


$ 3. 


Wir haben in §1 gezeigt, dass jede beschränkte Lösung der Differential- 
gleichung (ro), die sich mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der 
zweiten Ordnung in K stetig verhält und auf C eine vorgeschriebene abteilungs- 
weise stetige Wertfolge annimmt, zugleich eine Lósung der Integralgleichung 
(26) darstellt. Eine auf € verschwindende, in K stetige Lösung der homogenen 
Differentialgleichung 

ou, Au du du 


a gral) + eu = 
(m2 ne dx dy i 


ist insbesondere eine Lösung der zu (26) gehörigen homogenen Integralgleichung. 

Es sei jetzt umgekehrt u(x, y) eine Lösung der Integralgleichung (26) oder 
der zugehörigen homogenen Integralgleichung. Wir wollen zeigen, dass u (a, y) 
im Innern von K stetige partielle Ableitungen der ersten und der zweiten Ord- 
nung hat und entsprechend der Differentialgleichung (ro) oder der zugehörigen 
homogenen Differentialgleichung genügt. Im ersteren Falle nimmt u (x, y) auf € 
die vorgeschriebenen Randwerte; im letzteren Falle ist «(x, y) auf dem Rande 
des Gebietes gleich Null. 

Es sei r(p, q) eine in X und auf C stetige Funktion. Betrachten wir das 
logarithmische Potential 
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R (v, => | | r (p, q) log 


K 


(x p}° Ay 


Nach einem bekannten Hilfssatze erfüllen die Funktionen 


OR (x, y) NU m Ü I 
dx 2 2 2029) dp log (x —p)? + (y — 
K 
OR (x, y) IM fe d I 
xx * — " ) y 
dy a (9:0 ay I zur — 
K 


in K und auf € die Hôürper’sche Bedingung 





OR(x+h, y+h) 9R(v,y) 
0% Ox 





Es (fh gehe h') IR, y) 


dy dy 


unter 7 eine gewisse positive Grósse verstanden.! 


q) 


lpdq. 
qx ' ptc q 


,dpdq, 


2 ande 


«7u^l- 1417, 


| zai oie, 
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Es sei jetzt K' wie in $ ı die mit K konzentrische Kreisfläche vom Halbmesser 


1—0. Betrachten wir die Integralgleichung (26). Das erste Integral rechterhand 


erfüllt, wie aus dem soeben erwähnten Hilfssatze geschlossen werden kann, im 


Innern von K die Hörtver’sche Bedingung; die beiden übrigen Glieder besitzen 


daselbst stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung; daher genügt 


u (x, y) in À der Hötver’schen Bedingung. Die Funktionen a (p, y) und 5(p, q) 


besitzen im Innern von K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. 


Aus 


den bekannten Sätzen der Potentialtheorie folgt nunmehr, dass w(a, y) im 


Innern von K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. 


Wir setzen jetzt 


9G (x, y; p, q) 


Op +b(p.g) 


U(x, y) = — = | | u (p, at. q) 


fa 


dG (x, y; p, q) 


dq 


+ d(p, q)G (v, y; vai] tpda — iz | + u(%, y)— = | | it» q)G (v, y; p, q)d pdq, 
| u 


K—k 


! Vrgl. U. Disr, Sur la méthode des approximations successives pour les équations aux 


dérivées partielles du deuxième ordre, Acta Mathematica, Bd. 25 (1902), S. 185- -230. 


insbesondere S. 191—196. 


Siehe 
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oder nach einer teilweisen Integration 


du(p,g). Bin ae) in 


; JO (i Eee - 
u(x, y) 2x | | CHA TUE ». ato. q) dp dq 
Kr 


0G (x, y; p. q) i 


ers Est eem ; 
Fc(p,q)u(p, )| Ipdg a | | up, q) Jul. q) dp 


K-K' 


Fr d(p, 9) G (25-45 D, D trda— 


| u(p,q)G(v,y; p.q)[a(p, q) dq — bp, dp) — 


I 


— | | Ip, q) G (x, y: p, q)d pdq + v(v, y). 


27t 
K 


Eine Wiederholung der zuletzt durchgeführten Überlegung zeigt zunächst, dass 


d'u(x, y) A du (x, y) 


die partiellen Ableitungen 
p: c 0% dy 


in K' der HórpER'sechen Be- 


dingung genügen; daraus folgt aber, dass die Lösung w(v,y) im Innern von 
K' stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung hat. Die über C' und Kk — K' 
erstreckten Integrale stellen im Innern von KA’ reguläre Potentialfunktionen dar. 
Nach bekannten Sätzen ist somit, wie behauptet, 


ui du Ju Ju 
OC? dy? 3" 


Nun die Randwerte der Funktion (x, y). Es sei B, irgendein Punkt auf der 
Peripherie der Kreisfläche A; insbesondere kann B, mit irgendeinem der Punkte 
Bi, ((=1,...%k) zusammenfallen. In den folgenden Ausführungen nehmen wir 
gerade diesen, offenbar schwierigeren Fall an und setzen etwa B,=B,. Um den 
Punkt B,—= B, beschreiben wir zwei kleine Kreise P, und P, von den Halb- 


N . . . . . r . .. 
messern 7, und », < ‘'. Die Gebiete, die sie mit A gemeinsam haben, mögen 
2 : 


entsprechend mit A, und K, bezeichnet sein. Betrachten wir das erste Integral 
auf der rechten Seite der Gleichung (26): 


za Eraser, OG (2535 9:39) v 0G (x, y; p. q) 
24 || ur) la. 1) dace DAD. Diss dg : 
K 
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(59) + dip, 2)G (2,95. p, p tita - = | | u(p, q) K (x, y: p, q)dpdq 
r4 


= — || u(p, gq) K (x, y: p,q)dpdq— || u(p, 4) K (x, y; p,q)dpdq. 


Ki K-Kı 


Es sei « eine beliebig kleine positive Grösse. Wir können », so klein annehmen, 
dass für alle (x, y) im Innern und auf dem Rande von K, 

(60) | | u(p, q) K(x, y; p, g)dpdq c - 

Ki 


wird. In der Tat ist, beispielsweise, 





i - )G (v, y: p, At 
(61) || u(p, g)a(p. q) (c, y: p. q) dpdq]|zeo | | = dpdq< 
Wie Op : dE "px 
Ki Ki 
en | | EE dpdq +4 [| = dpdq, 
y? tu ye 

DA Dp ^ pr 
Ki Ki 


worin c eine gewisse positive Grösse bezeichnet. Die beiden zuletzt hingeschrie- 

benen Doppelintegrale konvergieren aber mit ;, gegen Null. 

0G (x, yi p. N 0G (x, y; p, q). 
Jp : 0g 

(x, y) in K, und alle (p, g) in K — K, (mit Einschluss der Begrenzung der beiden 


Die Funktionen G(x, y; p, q) sind für alle 


Gebiete) stetig. Sie sind für alle (x, y) auf dem in P, enthaltenen Teile von C 
und alle (p,q) im Innern und auf dem Rande von À — kK, gleich Null. Die 
Funktion w(p, q) ist beschränkt. Beachten wir dies, so sehen wir, dass man bei 
festgehaltem 7, die Zahl », so klein wählen kann, dass für alle (a, y) in K, 


(62) 





| | u(p, q) K(x, y; »atpdo] < - 


K—Kı 


wird. Aus (60) und (62) ergibt sich für alle (x, y) in X, die weitere Ungleich- 
heitsbedingung 


(63) | | | u(p, q) K(x, y; p, Dada SE. 


K 
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Der Ausdruck (63) konvergiert mit », gegen Null, übrigens, wie eine genauere 
Durchführung der angedeuteten Rechnungen zeigt, für alle Punkte der Kurve C 
in gleichem Grade. Dieselbe Eigenschaft kommt dem Integrale 


| | f (p, q) (x, y; p, q)dpdq 


zu. Hieraus und aus der Gleichung (26) folgt, wie behauptet, dass die Rand- 
werte der Lösung w(x,y) mit den Randwerten der Potentialfunktion v(x, y) 
übereinstimmen.! Ist insbesondere f(x, y) —0, v(x,y)- 0, genügt also u (x, y) 
der zu (26) gehörigen homogenen Integralgleichung, so ist w(x, y) eine am Rande 
verschwindende Lósung der homogenen partiellen Differentialgleichung 


du deu du du 


+ = NY Tcu-o. 
0x? Oyj? Ox dy 


Wir haben zur Vereinfachung das zuerst vorgelegte Gebiet 7' einfach zu- 
sammenhängend vorausgesetzt. Es sei jetzt 7" mehrfach zusammenhängend. Das 
Gebiet 7' lässt sich durch Vermittelung einer analytischen Funktion z — z(Z), 
deren Verhalten in der Nachbarschaft der Ecken durch die Gleichungen (5) und 
(6) charakterisiert ist, auf ein von geschlossenen analytischen, singularitátenfreien 
Kurven begrenztes Gebiet À konform abbilden. Hierdurch wird das vorliegende 
Problem auf die Bestimmung derjenigen beschränkten, im Innern des Gebietes 
R mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetigen 
Lösung der Differentialgleichung (ro) zurückgeführt, die auf den, als geschlossen 
und regulär analytisch vorauszusetzenden, Randkurven Z vorgeschriebene abtei- 
lungsweise stetige Wertfolgen annimmt. Dieses Problem wird mutatis mutandis 
wie das vorhin ausführlich betrachtete speziellere Problem erledigt. Der Kreis 
C' ist hierbei durch die im Innern des Gebietes À zu den Begrenzungskurven L 
im Abstande 0 gezeichneten gleichfalls regulär analytischen Parallelkurven Z' zu 
ersetzen. Die GnEEN'sehe Funktion G(a, y; $,»5) hat nicht mehr die einfache 
Gestalt (27), sodass die Entwicklungen entsprechend komplizierter ausfallen. Prin- 
zipielle Schwierigkeiten treten indessen nicht auf, weshalb von der Durchführung 
der Rechnungen an dieser Stelle abgesehen werden kann. 

Wir fassen jetzt die Ergebnisse dieses Kapitels in dem folgenden Satze 
zusammen : 


1 Vrel. die Fussnote auf der Seite 348. 


ee M 
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Es sei T ein von einer endlichen Anzahl Stücke regulär analytischer Kurven 
begrenztes einfach oder mehrfach zusammenhängendes Gebiet ohne Spitzen. Auf den 
Randkurven S von T mögen abteilungsweise stetige Folgen von Werten vorgeschrieben 
sein. Es mögen ferner A, DB, C und F stetige Funktionen von X, Y bezeichnen. 


1 


A und B haben in T und auf S stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, C und 
F genügen in T der HOórpEm'schen Bedingung (1). Alsdann tritt von zwei möglichen 
Fällen der eine oder der andere ein. Entweder hat die nicht homogene partielle 


Differentialgleichung 


02U MU oU dU 
ads E 3: OT 
(2) ix "gr! DS Y | F 
eine und nur eine beschränkte, in T mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und 
der zweiten Ordnung stetige Lösung, welche, ausser in den Unstetigkeitsstellen der 
Randfunktion, die vorgeschriebenen Werte annimmt, oder die homogene partielle Dif- 
ferentialgleichung 


4 CAUR (DSTI dU QU 
(64) ax? Tr ay? + A ax =p Boy 


+ CU =o 

hat eine endliche Anzahl linear unabhängiger Lósungen, die im Innern von T sich 
mit ihrem ersten und zweiten partiellen Ableitungen stetig verhalten und auf dem 
Rande verschwinden. Im ersteren Falle hat die homogene Differentialgleichung (64) 
keine stetige, von Null verschiedene, am Rande verschwindende Lósung. In dem 
anderen Falle hat die partielle Differentialgleichung (2) nur für spezielle Funktionen 
F (2, y) stetige, am Rande verschwindende Lósungen, die homogene Differentialgleichung 
(64) ist nur für spezielle Randwerte in dem hier gemeinten Sinne lösbar. 

Die Integralgleichung (26) liefert in allen Fallen alle Lösungen des Randwert- 
problems. 

Der obige Satz gilt, wie man sich leicht überzeugt, im vollen Umfange, 
wenn die Begrenzung des Gebietes 7’ aus geschlossenen Kurven S mit durchweg 
stetiger Tangente und abteilungsweise stetiger Krümmung besteht. Denn man 
kann gewiss 7 durch Vermittelung einer analytischen Funktion 2 — z(Z), deren 


Ableitung 77 in T and auf S stetig und von Null verschieden ist, auf ein von 


geschlossenen regulär analytischen Kurven begrenztes Gebiet konform abbilden. 
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Kapitel II. Die zu dem ersten Randwertproblem gehörige 
Green’sche Funktion. 


un 
nM 


Der Einfachheit halber betrachten wir in diesem Kapitel nur einfach zu- 
sammenhängende Gebiete. Wir nehmen ferner die Anzahl der Ecken des 
Gebietes 7 wieder gleich eins an. 

In der Ebene (a, y) entspricht 7, wie vorhin, der Einheitskreis X; der Dif- 


ferentialgleichung 


EU AU dU JU - 2 
(1) 0 X? at ay? +A ax 3 Bj Y + CU—F 


entspricht die Differentialgleichung 


O24 OU 0 du h 


— 
N 
— 


: a i 
Oe Oat dx da 
y 2 


Wir nehmen im folgenden an,. dass die homogene partielle Differentialgleichung 


0931. - aA aL Gau du 
( 3) L(u) z 2 “lr 32 Fa 2 b + cu =o 
sf Ja? dy? dx dy 


keine von Null verschiedene, im Innern von K mit ihren partiellen Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetige, auf C verschwindende Lósung bat. 

Es sei (z,,y,) ein Punkt im Innern von X. Wir suchen eine in K, ausser 
im Punkte (x,, y,), mit ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen 
stetige, am Rande verschwindende Lösung u*(x, y) der Differentialgleichung (3) 
zu bestimmen, die sich in der Nähe von (a,, y,) wie 


verhalt. Die Differenz 


(4) u* (x, y) — = log OE Go, 


2." (aa) (yu 


soll eine beschränkte, in K und auf C, ausser vielleicht in (x,, y,), stetige Funk- 
tion von x und y darstellen. Die Randwerte von U*(xv, y) sind gleich 
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= log = 
2 (ais ise (y. do) 


2 


Für U*(x, y) ergibt sich die partielle Differentialgleichung 


®U* AU* ) U* QU ; 

Ss) Y dk + CU =D - log — 2 ; 2 
da? dy Ox dy 2 Gr) d: (y — 4)? 
(5) 


2 


_ a(x —a,) + b(y—y) 


(C (z—2,? + (y —9* t(y—35]- (x, y). 


4 : c log [(« — x,) 


Die Funktion ®(x, y) verbält sich in jedem den Punkt (»,, y,) nicht enthalten- 
den Teile des Gebietes A stetig und erfüllt daselbst die HórpEm'sche Bedin- 
gung. In der Umgebung des Punktes (2,, y,) wird Q (x, y) wie 

: 1 


[(x— 2) + (y — 4,?] 2 


unendlich. Das Doppelintegral 


nn 


(6) J (x, y) = || G (v, y; p,q) D (p, q) dpdq 


K 


ist, als Funktion von (x, y) betrachtet, in X und auf C stetig. Nach den be- 
kannten Sützen der Potentialtheorie sind partielle Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung von J (x, y) überall in X, den Punkt (x,, y,) ausgenommen, vorhanden 

OJ ds 


und stetig. In der Umgebung von (x,,7,) werden die Ableitungen "P 


logarithmisch unendlich.! 


Es sei jetzt U(x, y) die Lösung der linearen Integralgleichung 


2 I 0G (x,y; p, 0G 055 D; 
UG go — a IP PD 450, o erp Pa 
% 


(7) 


dtp, GG. yi p. o toda + am. nie | [ 00. GG vi. Dapda, 


Ca 


K 


worin g (2z,, y;; x, y) die durch die Gleichung (27) des Kapitels I definierte Funk- 


/ 


! Dies lässt sich mit Hilfe des Verfahrens, welches wir in I $2 zur Abschätzung des 
Integrals /,, benutzt hatten, leicht zeigen. 
Acta mathematica. 36. Imprimé le 16 janvier 1913. 47 
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tion bezeichnet. Man kann wie in I$ 3 zeigen, dass U(x, y) in K stetig ist und 
in jedem den Punkt (x,,7,) nicht enthaltenden Teilgebiete von X der HórpER- 
schen Bedingung genügt und daher auch stetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung hat. Bei der jetzt folgenden teilweisen Integration (entsprechend der 
Formel (58) in I $3) ist (a#,, y,) durch einen kleinen Kreis K" von dem Inte- 


; ; PERO E REIS] QURE vas 
grationsgebiete auszuschliessen. In A'— A" erfüllen óz und cm die HórpER'sche 


Bedingung. In demselben Gebiete hat daher U(z, y) stetige partielle Ablei- 
tungen zweiter Ordnung und erfüllt die Differentialgleichung (5). Offenbar ist 


U(x, y) nichts anderes als die gesuchte Lösung U*(x, y). Wir setzen 


— 
oo 


I 

#0, y) eus — +9 (2, das 3s Y) sU een 
w* (x, wy) VE ae (25, 415 8, y) (Xi, 345 ©, y) 
I(x, uiv, y) ist die zu dem Gebiete K gehörige GREEN’sche Funktion der Diffe- 
rentialgleichung (3). 


$ 2. 


Es möge jetzt A’ wie im Kapitel I die mit K konzentrische Kreisfläche vom 
Halbmesser r — 0 — o bezeichnen. Wir beweisen, dass es eine Zahl 0, gibt, so dass 
für alle à « 0, die Differentialgleichung (3) keine von Null verschiedene, im Innern 
von K' mit ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetige, auf 
dem Rande C' von K' verschwindende Lösung hat. Hieraus wird dann sofort 
gefolgert, dass die zu K' gehörige GREEN’sche Funktion der Differentialgleichung 
(3) existiert. Wir bezeichnen sie mit 





M ! I 
(9) DL'(2,,9,5 2, y) 7 (55, 3:5, y)+ - log MEET ETC 


worin jetzt (z,, y,) und (v, y) zwei Punkte in A’ bezeichnen. Wir beweisen als- 
dann, dass 
(10) lim Y 5.315 BY) — y Gd: v. y)- 

Es sei, entgegen unserer Voraussetzung, w(x, y) eine in K' samt ihren 
partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetige, auf C' ver- 
schwindende Lósung der Differentialgleichung (3). Führen wir durch die For- 
meln (Ir) r— 02,, y — oy, neue Variablen ein und setzen wir 
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w (X, y) — WW, (935 Yo); 0 a (x; y) = Ay (Xo; Yo); 0 b (t, y) TE b, (a, Yo); 


0° C (22 y) = Cy 60; Yo); 0” d (X, y) = d, os Yo) , 
so geht die Differentialgleichung (3) über in 


ED O3nUe IW, dw 
12 A (uw $^ — + + - À 
(x2) ee 


Nach dem, was wir im Kapitel I gesehen haben, muss w, (x, y) der linearen ho- 
mogenen Integralgleichung 


W(X, y) — — = | | wp, q) On q) 


21 


0G (v, y; p. q) 
Nic m 


OG (2,9; p, q) 
dq 


= 


+ b,(p, q) 


K 


(13) +dy(p, q) G (v. y; p, 0)| dp dq 


genügen. Nach der Voraussetzung hat nun die homogene Integralgleichung 


Te eno 0 G (x, y; p. q) 0G (x, y; p, q) 
diy) s || u(p, o [at De op LL 45(p, 9) — 27 P 
"uc 
(14) + d(p, q)G(x, y; p, 0| dpdq 


keine von Null verschiedene stetige Lósung. Wir zeigen, dass auch die Inte- 
gralgleichung (13) keine von Null verschiedene stetige Lösungen haben kann, 
sobald 1 >0>1—0d,. Damit werden bereits die beiden ersten der vorhin ausge- 
sprochenen Behauptungen bewiesen sein. 


Wir führen den Punkt H,— I: Ts j| — (i,, j,) ein und bezeichnen die Ent- 
0. 


0 
fernung der Punkte (p, g) und (7,, jj) mit rjj. Die Funktionen a, (p, q). b, (p. 9); 
d,(p, q) sind für alle o «1r in X und auf C stetig. Die Produkte 


GS ne rh do (Ps 4); rh ^ bo (D: 4); 2 do Cp, q) 


sind für alle o, die der Bedingung r^ 0o»: —9', 0'<1 genügen, in AK und auf 
C dem absoluten Betrage nach kleiner, als eine gewisse positive Zahl M,. Mit 
verschwindendem )=1—o gehen die Funktionen (r5) in jedem den Punkt Y=(i, 7) 


nicht enthaltenden Teile des Gebietes K gleichmässig über in 


- 1— 3(— i 
"n * a (p, q), Thi * b (p, q), rA 9 d (p, q). 
! Wir betrachten im folgenden, wie im Kapitel I, den schwierigeren Fall o < 4 <1. Ist 
1<4<2, so sind die Funktionen a,b,c,d und f im Punkte H stetig. 
= ? ? > 
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Wie wir im Kapitel I gesehen haben, geht die Integralgleichung (r4) nach 
einer endlichen Anzahl von Iterationen in eine Integralgleichung von der Form 


np 


(16) u(x“; 4) + | | f(z.yip.q) ice) u(p,q)dpdq=o 
J pi 
K 


über. Hierin bezeichnet f(x, y; p, q) eine in K und auf C stetige Funktion. Gleich- 
zeitig geht die Integralgleichung (r3) über in die Gleichung 


BR I 
(17) Ww, (x, y) + | | fo, y; p. d) aaa Vo (P, 9) dpdq — o. 
ve V pi, 
K 
Durch eine Rechnung, die zwar umständlich ist, aber keine wesentlichen 
Schwierigkeiten bietet und daher an dieser Stelle übergangen werden kann, lässt 
sich zeigen, dass mit verschwindendem 0 — 1 — o der absolute Betrag der Differenz 


f(x, y; p, 9) — fo(e, y; p. d) 


gleichmässig gegen Null konvergiert. 

Denken wir uns in die Integralgleichungen (16) und (17) den Parameter À 
eingeführt und betrachten wir die Nenner D(4) und D, (4) der zu (16) und (17) 
gehörigen FaEDHOLW'schen Quotienten (vergl. die Formeln (51) bis (55) des ersten 
Kapitels). Die Glieder der Reihe D,(4) gehen für d =o stetig in die korrespon- 
dierenden Glieder der Reihe D(A) über. Die Reihen D,(4) und D (4) konvergieren 
für alle endlichen Werte von |/| und alle 9, die der Ungleichheitsbedingung 
o < à «0'«r genügen, in gleichem Grade. Nach bekannten Sätzen ist daher für 
alle endlichen 4 

lim D, (4) — D(A). 
0-0 


Nach der Voraussetzung ist D(r) von Null verschieden. Man kann daher, in der 
Tat, eine Zahl 0, so klein annehmen, dass für alle d < d, auch D, (1) #0 wird. 
Damit sind die beiden ersten Teile unserer Behauptung bereits bewiesen. 
Betrachten wir nunmehr die Funktion 7'(z,,5,; z,y), wofür wir der Kürze 
halber vorübergehend U'(x,y) setzen wollen. Wir führen die Substitution 


a" 2 — 4 . y — . / e 219 
€—9042,,9 —09» Li — OT; > y, — OY: 


ein und setzen U'(x, y) = U,(a,, Yo). 
U,(x,,9,) stellt eine in K und auf C stetige Funktion von (x,,7,) dar, die 
am Rande die Werte 
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I 
— = log + log 0 


29352 (goo)? i (vi Td Yo)” 


annimmt. Im Innern von X, ausser vielleicht im Punkte (x7, 7’), erfüllt die 
Funktion U,(x,,5,) die partielle Differentialgleichung 
0 0 Yo o o 


PU, PU, |, OU, y QU, |, net), 
0 OY, * 0% 0% (er): 
(18) 

Ir = Co log 1 = 24): at (Yo a y;)°] ai Co log OS D, (aa Yu) , 


Offenbar ist U,(x,,7,) eine Lösung der linearen Integralgleichung 


D : 0 G (Xo, Yos D,q) OG (qua Yos D: q) 
Us (2,39) = — 5 f joo. [a to. o p 1 1) LB (p,q) ae Pig) | 


2 1 
we 


(19) 5 


d, (p, q) € (zu, Yo; p. 0| dpdq-t log o4-g (21,5 9 y) — 


jo, (p. q) 6 (x Yos p. q) d p dq. 


27]. 
K 
Diese Integralgleichung ist der Integralgleichung (7) ganz analog. (Wir denken 
uns in jener Gleichung v vorübergehend (x,,y,) für (a, y) gesetzt.) Die beiden 
letzten Glieder auf der rechten Seite der Gleichung (r9) nähern sich für o — 1 den 
entsprechenden Gliedern der Gleichung (7) für alle (x,,y,) in A und auf € in 
gleichem Grade. 

Nach einer endlichen Anzahl von Le laps gehen die Integralgleichungen 
(7) und (19) entsprechend tiber in 


I 
(20) Wellen. Yo) + | | f (v. ¥ | Yo; D; q) p2(l—a) Ur (p, q)dp dq = (Uu (Gaye Une 
e pi 
n Us Go, y) i | [nc UE Vo; P; q) E Un (p, q) dp dq — Wy (Re Yo): ; 
Po 
"E 


Die Funktion w,(x,,y,) konvergiert bei verschwindendem dö=1—o in allen 
Punkten in K und auf C in gleichem Grade gegen die Funktion w(x,,y,). Die 
lósenden Kerne der beiden Integralgleichungen (20) und (21) haben entsprechend 
die Gestalt 


I I 
p2(1—a) e (a8 Y. D; q) und - pXi— JU TEM Yos TD, q). 


p "pi 


z Wir denken uns in der Cine (7): U*( (x, y) für De y) gesetzt. 
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Die Funktion ©, (x,,%,; p,q) konvergiert bei verschwindendem o = 1 — à für alle 
o (Lo; os D; q E 0 
(x, y) und (p,q) in K und auf C in gleichem Grade gegen die Funktion 


O (x; Yo; p, q). Nun ist bekanntlich 


2 wife I 
(22) O(a) = 0 (2505/9) — | | OL Yor pq) Ua © (p,q)dpdq 
es pt 
und j 
" 1 f 
l 0 (Zu; Yo) — Wy (Xp, Yo) ns | | O, os Yos P: q) r20-a) We (p , q) dp dq. 
ve pio 
K 


Hieraus folgt leicht, dass der absolute Betrag der Differenz 
Us (o; Yo) 7 U, (x, Yo) 


mit 0 gleichmáss'g gegen Null konvergiert. 
Hieraus und aus der Stetigkeit von y(x,,7y,; v,y) ergibt sich, dass der Aus- 
druck 


| Us (625; 0 Yo) p. U, (25 y) US | Um (a; y) we U' (x, y) "E | iY (Ge , Vy, ; x, y) —y (a , Un ; v, y). 
für alle (x,5) im Innern und auf dem Rande jedes ganz im Innern von K ent- 


haltenen Gebietes sich mit 0 in gleichem Grade der Null nähert.! 
Auch unsere dritte Behauptung ist hiermit vollständig bewiesen. 


un 


3. 
Kehren wir jetzt zu der Integralgleichung (7) zurück. Die Funktion g(z,. y,; 2, y) 

hat auf dem Rande des Gebietes K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 

Ig à : j To 

2 ay das Integra! J — /fo(p,g) G (2,5; p,q)d pdq hat, ausser im Punkte E — (i, j), 
1 K 

dieselbe Eigenschaft. In der Nähe dieses Punktes ist 


) 
au 9 I 


Od I 
)x dy 


(24) | < 0, 1—9a. 
Ox les 





! Vgl. die Fussnote auf d. S. 380. 
* Diese Ungleichheitsbedingungen ergeben sich, wenn man die Integrale 


7 ” (970) Ó G (x, yip Dap ae f f^ oy N) à G (&,Y; ».q) dp dq 
vie dx e € ay 
K K 


2 abschätzt. Sie gelten für z « 1. Für 4 = i erhält man die 

Ó. 

| = fos | log rail, | a 
dy 


‚so sind die partiellen Ableitungen (24) beschränkt. 


wie die Integralausdrücke in I $ 
0.J 


Ox 


Beziehungen | X Do | log re; |. 





Ist a> 1 
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QU* dU* 


Wir beweisen jetzt, dass auch die partiellen Ableitungen ler 
: 0% vy 


sich auf C, 
ausser im Punkte H, stetig verhalten. In der Nähe dieses Punktes ist 


I 1 


27 y! —2a 
zi 


<0 





0 U* I 0 U* 
| UT 1-20” 


ED 





7 y 


Zu diesem Ende betrachten wir die beiden simultanen Integralgleichungen 


rt ([9G(x,y;p. = 
"(n y) | IE as ue Da (p. q) n, Cp q) -b(p, qu (p, 9) c(p. q) U* (p. ))dpdq — 
uc 
pudor 0G(x,y; p.q) 0g(x,, i5 x. y) 
| 2m | | S (p. 9) js = DOR * aS dz : 
(26) x 
1 ( (Pe, y; P 9) T 
(en. | | yan aud) t P(puq) us (p: q) Fe(ps q)U (n, q)] d pda — 
x ; 


Ig (a1, yi: TV). 


Pace 0G (z,y; p, q) 
| | ipea) LP dpdg+- dy 


2m J. 03 
Man überzeugt sich leicht durch eine Wiederholung der im Kapitel I ange- 
wandten Schlüsse, dass diese Integralgleichungen durch eine endliche Anzahl von 
Iterationen der FREpHorw'schen Methode zugänglich gemacht werden können. Wir 
bezeichnen mit u,(v,y) und «,(x,y) das System der Lösungen dieser Integralglei- 
chungen, oder, falls sie nicht stets lósbar sein sollten, ein System der Lósungen 
der zugehörigen homogenen Integralgleichungen. Die Funktionen w,(v,y) und 
u,(2,y) sind in K und auf C, ausser in (a,, y,) und in A, stetig; in der Nach- 
barschaft von H ist sicher 


I JE 
(27) lu, (x, y) | < O0 pla? | Uy (x, y) | < Os pla 
Wir setzen 7 iF 
V (2,9)—7..| | ato, y; p. g)la(p, q)w, (p. q) + b(p, q)u,(p.q) + c(p,q) U* (p,q)] dpdq — 
u: 
(28) s 
—L | | G(x,y; p, qg) D(p, q)dpdq-* g(v;. yii v. y). 
Je 


: > = : 1 
1 Der im Text gegebene Beweis der Formeln (25) gilt nur, wenn a > 7 oder wenn € = 0. 


Ts J* . 
Im letzteren Falle sind DUE Qu in H beschränkt. Für a «b € #0 würde, da d (a, Yo) sich 
dx dy 1 
: zs CODEN EE ¥ : ; m i MER : 
in H wie =, — . verhält, die FaepHorw'sche Theorie auf (36) nicht anwendbar sein. 


0m ay 
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Sind die Integralgleichungen (26) nicht stets lósbar, so ist für (28) zu setzen 


a) 


(28*). - (22%) = zm | G(v,yip.q)ia(p.q)m (p, q) + b(p, qu, (p,0)ldp da. 


27t 


d 
Offenbar ist im beiden Fallen 


9 V (x, y) 


0 V (x, 4 
(29) ul, 9) = dx — (x, y), 


(ED m 3. 
Es ist nun zunächst leicht zu zeigen, dass die Integralgleichungen (26) stets lósbar 
sind. Andenfalls würde aus (28*) und (29) folgen 
0 V(p. q) 


S OE tr coe Ebo oq) V Gs 0) 
(30) ! tec G(x, y; ». pato. o ler Javad. 
K 


Hieraus wiirde man in bekannter Weise schliessen, dass 


02V (2,9) 0 V) 7 ONE) UM) 
(31) Ox? ax dy? = — a(x, y) E : — b (x, y) M a. 
Da nun V(x,y), wie aus (28*) folgt, auf © verschwindet, so würde nach bekannten 
Sätzen V (x,y) in K und auf € identisch gleich Null sein. 

Aus (28) und (29) folgt nunmehr die Beziehung 


irs à V(p, 9) aV (p,q) 2 
J en.) es p. 9) ato. di +b(p, q) - dq teo» DOF, 0) Jtrda- 
K 
(32) : 
I 
=> few» p, q)D(p, q) dpdq + 9(%, yii o y). 
'* 
Hieraus wird in bekannter Weise geschlossen, dass 
0? V (x, y) , V(x, y) 0 V (a, y) IV (x,4 

CS eds dy? — az.) ey) 25 9) —e(a, y) U*(v, y) (v, y). 


Wir setzen 
Vix, y) — U*(r;y)-W(x;y). 
Aus (33) und (5) folgt 


02W (3) 5 WO" Wo oW — NOM 


Ox? dy? 
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Da nun die Funktion W (a, y) auf C offenbar verschwindet, so ist sie in A und 
auf © identisch gleich Null. Wir finden somit 


QUT) 
Ox 


OU*(x, y) 


Le (TU) dy 


u, (v, y) = 
JU* (z,y) OUX(x, y) 


; sind also in K und auf C, 
Ja dy 


: ( 
Die partiellen Ableitungen 


ausser in (x,,y,) und in dem Punkte H stetig, genügen in der Nachbarschaft von H den 
Ungleichheitsbedingungen (25) und erfüllen die beiden simultanen Integralgleichungen : 


AUX (x, y) x [(0G(xy; p.a) 0 U* QUITE n = 
0% N 0% ap, 4) ap roma) dq Be gp. a) ap ag 
K 
EN SC OG (ie AD) v. 0g (2,, 1; €. y) 
‘ =] | Pp, q) dx dp dq i Ux 2 
de 
(34) 
dU* (x, y) ar " [0G (25 Yi p. q) J U* QU Tl, j 
5 el a(p, q) dp +b(p, q) j3 Fe(p,q) U*(p,q) dpdq — 


x f 0G(x,y; P,Q) Ig (x,, ya; v. y) 
= ‚eo ag dpdq + jy : 


K 


Die Beziehungen (34) kann man, wenn man U* als bekannt ansieht, als ein 


- 5 : ONU 0U* 
System linearer Integralgleichungen zur Bestimmung von —— und —— auffassen. 
: : 9 0% Oy 


pr 
() QU, 
Die partiellen Ableitungen as, ZUR 
F 0% dy 


0 0 


erfüllen die beiden ganz analogen Inte- 


gralgleichungen 





AU, ( ' [0G (5, Yo: IU aU 
ae E ga PD as tps) + bol) gg" + Col Usos [drag — 


0% 2m 1 0% 
K 
TOP fin f 0G (zs, yo; Prd) Dai arrears Cis Ve) 
eim ud (4 107909 P4. é EEE EE Lal ak Ee A 
ap | | ast». q) EA dpdq + jb 
ve 
(35) 
d DES Yo) He COG (xs, Yo; Ps) OU, dU, T 
TU UE E dy, -[a,(P, q) dp + bo (p,q) üq top) Up, D fipda— 
a 
E wr OG (xs, Yos P. 9) 7: 0g(x1, Yi Los Yo) 
——— (] - 2224.02 lp da + — 19 31» #09 Jo). 
22r | | D, (p, q) 0% dpdq T 0% 
K 
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Der Gleiehfórmigkeit der Bezeichnung halber denken wir uns jetzt in den 
Gleichungen (34) vorübergehend x,, y, für x,y gesetzt. 

Wie schon Herr FrepHorm bemerkt hatte, lässt sich ein System von n 
simultanen linearen Integralgleichungen mit » Unbekannten auf eine Integral- 
gleichung mit einer Unbekannten zurückführen. Wir bezeichnen die den Systemen 
(34) und (35) äquivalenten Integralgleichungen mit P, und F,. Nach einer end- 
lichen Anzahl von Iterationen gehen F, und P, entsprechend über in Integral- 
sleichungen von der Form 


v^ ; 
Pi (25, Yo) + i R, (x, Vos P: q) 720—a) Pa (D; q) dp dq = Yi (Lo: Yo); 
* pr 
AK 


(36) 
À LT 
Pa (os Yo) 3 | By (ny, Yo: Ps d) sq 2 P, D ap dq = Vs (Xo, Vo), * 
v v pio 
K 
worin À, und À, Funktionen bezeichnen, die in K und auf € sich stetig verhalten. 
Man beweist nunmehr wie in $ 2 dieses Kapitels, dass 
(37) dH limi. 
5=0 
Die Funktion R, nähert sich ihrem Grenzwerte für alle x,, y, und p, q in K und 


auf C in gleichem Grade. 


Wir denken uns um den Punkt (x,, y,) in jeder der beiden Ebenen X einen 
kleinen Kreis vom Halbmesser d, > 20 beschrieben. Das von diesen beiden Kreisen 


umschlossene Gebiet bezeichnen wir mit K,. Offenbar liegen die beiden Punkte 
(x2,5;) im Innern von K,. Wir beschreiben schliesslich in jeder der beiden 


0 


Ebenen K einen Kreis vom Halbmesser 0, um den Punkt (7,7). Das Gebiet, 


welches diese Kreise mit dem Gebiete À gemeinsam haben, sei mit X, bezeichnet. 
Es sei schliesslich & eine beliebig kleine Grösse. Es lässt sich zeigen, dass man 
nach Festsetzung der Grösse Ó, eine Zahl 0, so klein annehmen kann, dass für 


alle d <0, in allen Punkten von K — K,— K, 


! Das Integrationsgebiet besteht nunmehr in bekannter Weise aus zwei übereinander gela- 
3: : > à : Re: : dU (2,1 
gerten Einheitskreisen. Ist (15, Yo) ein Punkt in der ersten Kreisflüche, so ist ©, (19,0) — dU (0 yo) 


dx 
m OU, Yo). s... James a = ee : E M 
92 (do, Yo) = 7 ; ist dagegen (a, Yo) derselbe Punkt in der anderen Kreisfläche, so ist 
' : dx 

; U (x, Yo) , 4 U« (2 , Yo) 
e, (ao, Yo) = 05 Yu Mes (do, Yo) = a( Co Yo : 


: Die Begrenzung von K bezeichnen wir mit C. 
dYo 4% 


ce m RO 
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) . ! ^ 2r 
(38) Los Yo).— La (o » Yo) « € 


wird. Hieraus und aus (37) folgt weiter, dass man eine Zahl 0, so klein wählen 


kann, dass für alle 0 < à, in K — K, — K, 
(39) UA (CAO TE (x, y) | St 


wird. Dies bedeutet nun aber folgendes: In allen Punkten im Innern und auf 
dem Rande jedes die Punkte (v,, y,) und (7, j) nicht enthaltenden Teilgebietes K* 
aU, OU, 
GE 0% 

OUEN OU 
3 Ox,’ dy, 
nun aber chne Mihe, dass in allen Punkten im Innern und auf dem Rande jedes 


von K nähern sich die partiellen Ableitungen mit verschwindendem 


ö gleichmässig den Werten der partiellen Ableitungen an. Hieraus folgt 


den Punkt (x,,y,) nicht enthaltenden, ganz im Innern von K gelegenen Gebietes 


PDA ee Q U** (x, y) x OBI (s y OU Eas 
lim 2U (6 9). (UT en (a, y) (a, y) 
o=1 Ox 0% pail dy dy 


woftir wir auch schreiben kônnen 





lim dy! (2, iiv. y) sf dy, Y15 X, i 
(40) o= IX 0% 
O % 
xm loy ree RE UL y Us ey UV) 
lim 4 1» Yi (UJ ed 15 Yı Y) 1 





9=1 dy oy 


Wir fassen jetzt die Ergebnisse dieses und des vorhergehenden Paragraphen in 
dem folgenden Satze zusammen: 
Es sei o 


No 


ein positiver echter Bruch. Es sei C' ein Kreis um den Koordinaten- 
ursprung in der Ebene (x, y), dessen Halbmesser der Ungleichheitsbedingung o, € o <1 
genügt. Das von ihm begrenzte Gebiet bezeichnen wir mit K'. Es sei C der Einheits- 
kreis, K seine Fläche. Es sei ferner (x,,y,) irgendein Punkt, dessen Entfernung von 
dem Koordinatenursprung kleiner ist als o. 

Wir gingen von der Voraussetzung aus, dass die zu dem Gebiete K gehörige 

( g 

GREEN'sche Funktion 
I 


I 
= - log, 241 à t7 s 915%, y) 
cu dcc (y d)" 


(41) DU (2,3; X,Y) 


! Vel. die Fussnote a. d. S. 380. 
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existiert. Alsdann haben wir in § 2 bewiesen, dass für alle hinreichend kleinen Werte 
von x — o die zu dem Gebiete K' gehörige GnEEN'sche Funktion 


I I 
(42) I'(z,,9,;*,9)— — log EY 031539) 


2 (x, — x)? + (y, TS yy 


existiert und dass in allen Punkten (v,y) in K 


(43) Ln Yay a) AG cT 29). 
Die Funktion 7! (v, y,; X, y) nähert sich ihrem Grenzwerte in jedem den Umfang nicht 
enthaltenden Teilgebiete von K in gleichem Grade. Die Funktion y (x,,7y,; v, y) hat 
in allen Punkten (x, y) in K und auf C, die Punkte (x,, y,) und (t, j) ausgenommen, 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Desgleichen hat die Funktion 7 (a,, y,; v, y) 
in K' und auf C', ausser im Punkte (x,,y,), stetige Ableitungen erster Ordnung. 
Es sei K* irgendein den Punkt (x,,u,) und die Randkurve C nicht enthaltendes 
Teilgebiet von K. Es ist in allen Punkten (x,y) in K* 


lim OP (m, im y) Oy (ms ys mou). 
(44) Dd Ox dx 
44 E ' 
lim 27 (412 Ys my) Oy (a, Yas m. V). 
Pal dy dy 


Die Funktionen hinter dem Limeszeichen in (44) nähern sich ihren Grenzwerten in 
K* in gleichem Grade. 

Aus den Beziehungen (44) kónnen wir noch eine weitere Folgerung ziehen. 
Es sei C, irgendein kleiner, den Punkt (2,7) in seinem Inneren enthaltender 
Bogen von C. Die Endpunkte von C, denken wir uns mit dem Kreismittelpunkt 
dureh Radien verbunden. Derjenige Teil von €", der innerhalb des so gebildeten 
Kreissektors liegt, möge C', heissen. Wir denken uns vorübergehend diejenigen 
Punkte von C — C, und C'— C',, die auf demselben Radius liegen, einander 
zugeordnet. Es sei (5,5) und (Z',j/) ein Paar zugeordneter Punkte. Alsdann ist 








uim | en 95:059) | etn Gi Cost 
4 = g—Bp— = = —— | a=? 
(45) oat of vr) gx y= 
45 
lim 22 & 55 v). | Iren 45% v) 
tz aria —Iz-t* 
oci | dy 25: dy PES 








! In den zu (43) und (44) gehörigen Aussagen werden beliebige, die Kurve C nicht ent- 
haltende Teilgebiete von A eingeführt, weil die Funktion 7'(x,,y;;c,9) » <1 für die Punkte 
(æ,y) von C nicht definiert ist. 
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dy! (31,915 X. y) 
dy 


y (8, Vs v,Y) 


pas nähern sich mil ver- 
Ox 


y- 


. .. 6 
Die Ausdrücke pee und 
y=! 


schwindendem 0 ihren Grenzwerten für alle (£,1) auf C —C, in gleichem Grade. 


un 


4. 


Wir nehmen jetzt zur Vereinfachung an, dass die partiellen Ableitungen 

GA 0A dB OB 
DR iV eX CI 
da da 0b db 


im Innern des Gebietes 7' der Hör.per’schen Bedingung genügen. 
gung genug 


Die Funktionen d haben alsdann im Innern des Kreises À die- 


dx dy dx dy? 
selbe Eigenschaft. 


Es sei ‘ 


de EL OK cn J(bu 0?w Fu du du 
= ( jo (bu) ; die b — du -—o 


(40) Mu) 


2 2 cu Sl m D 
4x? dy” 0% dy Ju? dy Ox dy 


die zu (3) adjungierte Differentialgleichung. Wir haben in diesem Kapitel vor- 
ausgesetzt, dass die partielle Differentialgleichung (3) keine von Null verschiedene, 
in K mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetige, 
am Rande verschwindende Lósung hat. Die Differentialgleichung (40) hat dieselbe 
Eigenschaft. Hiervon kann man sich, wie folgt, leicht überzeugen. 

Es sei, entgegen unserer Behauptung, v,(r, y) eine am Rande von K ver- 
schwindende, im Innern mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der 


zweiten Ordnung stetige Lösung von (46). Die partiellen Ableitungen ae JA), 
Xx 

dv, (+, y) 
dy 


suchung gezeigt werden kann, ausser in dem Punkte H — (i,j), auf dem Rande 


sind, wie durch eine den Betrachtungen des $ 5 ganz analoge Unter- 


des Gebietes stetig. In der Umgebung des Punktes H ist 





dv,(x, y) e nm y24—1 
Ox Sula > 


(47) 


Ao) A | 
Ey Vi 2 


dy 





dv,(x, > 


worin 7 eine gewisse positive Grösse bezeichnet. 
Setzen wir nunmehr in der GREEN schen Formel 
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nn 


Tat dw NUE dw 
E € j zdu= u Mr na orn pur I qp de! 
je L(t) —t IEEE ES) | ja bs r ate] dy | Le 2 Am eb iz 


C C 


A 
Oo 
DO 
S 
= 


für £(x,y) und w(x, y) entsprechend /'(2,, y,; v, y) und v, (a, y) ein, so erhalten wir 


v, (v, Ya) 0; 


Es sei jetzt H(x,,y,; v, y) die zu dem Gebiete À gehörige GREEN'sche Funk- 
tion der Differentialgleichung (46), w(x,y) diejenige beschränkte Lösung der 
Differentialgleichung (2), welche sich mit ihren partiellen Ableitungen der ersten 
und der zweiten Ordnung in Ä stetig verhält und auf C eine vorgeschriebene 
abteilungsweise stetige Folge von Werten annimmt. Wir beweisen nunmehr die 
Fundamentalformel 
(49) au(x, y) fun arg 27] Gs) HG yi p,9 d pda. 
C ONE 


Hierin bezeichnen: (x, y) einen variablen Punkt auf C, ds das Bogenelement, 
QUEE ^ : : : 
7 die Ableitung in der Richtung der Innennormale im Punkte (x, y). 

On 

Sind die auf dem Umfange von K vorgeschriebenen Randwerte stetig und 
haben sie in bezug auf die Bogenlänge stetige Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung, so bietet der Beweis der Formel (49) keine Schwierigkeiten. In der 
Tat, ist durch die vorhergehenden Entwicklungen die Existenz der Lösung u(x, y) 
sichergestellt. Es lässt sich ferner durch eine den Untersuchungen des $ 3 ganz 


analoge Betrachtung zeigen, dass die partiellen Ableitungen ee und N 
sich auf C, ausser in dem Punkte H —(i,j), stetig verhalten, während in der 
Umgebung dieses Punktes gewisse den Beziehungen (47) analoge Ungleichheitsbe- 
dingungen erfüllt sind. Es genügt nunmehr in der GreEn’schen Formel (48) für 
t(x,y) und w(x,y) entsprechend u(z,y) und H(a,, y,: v, y) einzusetzen, um die 
Formel (49) abzuleiten.? | 

In dem allgemeinen Falle ist indessen dieser einfache Weg nicht gangbar, 


du Gr, y) 


Qu (x, 1 : 2 
(v, 9) ind “ auf dem Rande im allgemeinen 


da die partiellen Ableitungen 
0% dy 


nicht existieren. Um die Formel (49) dennoch zu beweisen, muss ein anderes 


! Vgl. Sommerrenp, Encyklopädie der Math. Wissenschaften, Bd II, A Te, S. 513. Man 
überzeugt sich leicht, dass die Formel (48) im vorliegenden Falle ihre Gültigkeit behält, 
? Vel. Sommerreip, Encyklopädie d. Math. Wiss, Bd II, A 7 c, S. 516. 
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» 
Ó 


Verfahren eingeschlagen werden. Die Hilfsmittel hierzu bieten uns die Sätze, 
die wir in den vorhergehenden Paragrapheu abgeleitet haben. 

Wie wir in $ 2 dieses Kapitels bewiesen haben, gibt es eine positive Zahl 0, , 
so dass für alle positiven 0 <0, die Differentialgleichung (3) keine von Null ver- 
schiedene, im Innern von A' mit ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetige, auf C' verschwindende Lösung hat. Es sei Z/'(z,, y,; x, yy) die 
zu dem Gebiete K' gehörige GREEN'sche Funktion der Differentialgleichung (46). 
Die Funktion «(x,y) ist im Innern und auf dem Rande von K' mit ihren parti- 
ellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. Daher ist für alle («,,y,) 
im Innern von K' 


I 0 H'(x,,1% T 
(50) ua) = ,,, fut) E rn oY) E Jin. nH vti q)dpdg. 


c do 
Hierin bezeichnen: (2',, y',) einen variablen Punkt auf C",ds' das Bogenelement. 
0» Jo g 


"P die Ableitung in der Richtung der Normale im Punkte (x',, 5,). Es mógen 
jetzt C,, C', dieselbe Bedeutung wie am Ende des $ 4 haben. Die Länge des 
Bogens C, bezeichnen wir mit ». Wir bezeichnen ferner mit (a,, y,) denjenigen 
Punkt von C, der mit dem Punkte (2^, y',) auf demselben Radius liegt. Es sei 
schliesslich « eine beliebig kleine positive Zahl. 


Wie aus unseren früheren Betrachtungen hervorgeht, ist 


0 H' (a Tis Wis ln) 
ü m! 


eine für alle à <0, und alle (x,, y) auf C — C, beschränkte Funktion von z',, y',, 0. 
Abgesehen von einer endlichen Anzahl von Punkten ist überdies, wie aus den 
Formeln (41), (42) und (45) hervorgeht, 


OH (a, Yr3 Xo, Yo). 


dH (a. ys ayy 
lim «(x!,,y!,) (15 Yrs Dos Yo) 
IM 


UNS 
m X (X, Yo) 


Nach bekannten Sätzen ist, da der Grenzübergang gleichmässig ist, 


le a3 Bo Yo) gg OH (2,9152 rosa) 


ST lim | u(x!,.2 s = CES S. 
(51) dim Jw, yr, E f= [ur we) ER ds 
C=C CC: 


Man kann nun ferner, wie aus den Beziehungen (25) folgt, » so klein wählen, 
dass für alle 0 <0, die über C, und (', erstreckten Integrale 
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OH (x, Yi 3 Vos Yo x CDs (ar ay eal ay) 
| 1 (25 Yo) 1 PS 0 Vas | T (4, y's) ( 1 ae Yo 


Ci C^, 


ds! 


dem absoluten Betrage nach kleiner werden als ¢. Hieraus und aus den Be- 


ziehungen (50) und (51) folet, wie behauptet, 


^ D 


; VEE (a yaya 
(52) (a, y) = = ful, y) Gui tI) dg — = | {i (p.q) H (x, yy; p, q)d pdq. 


[ we 


C lé 


OPATOVACNOSBESOSDE I T 
M Innernavon 
ORG AY SEX ODE 


der Hörper’schen Bedingung genügen. Diese Voraussetzung lassen wir nunmehr 
0A OB 


fallen: IX ay 


Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass 


sollen sehlechthin stetige Funktionen von X und Y sein. Die 


da da 0b db 


partiellen Ableitungen de Oude or 


sind alsdann in X schlechthin stetige Funk- 
tionen von x und y. Alle unsere Schlüsse bleiben, wie wir jetzt zeigen wollen, 
bestehen, wenn wir M (uw) durch den Ausdruck 


Au (x Jw (x ) w (a, ) du (x 
(EE EM ee n | TEA) du (x, y) E u(x,y+h) — Run] a; 





zh Ox dx dy dy 
Ju Ju 
a - du 
Ox dy 


ersetzen. 
Betrachten wir noch einmal die Differentialgleichung 


Q?ar 02 4 Ju piu 


(54) d aps] 


Iss ines le h 
DT NOTE dx dy 
und nehmen wir vorübergehend an, c und f seien schlechthin stetige Funktionen 
und erfüllen in K nicht mehr die HórpEm'sche oder eine verwandte Bedingung. 
Wir können alsdann aus der Gleichung (26) des I Kapitels nicht mehr schliessen, 
Pu du 


233 In existieren und dass die Differentialgleich- 


dass die partiellen Ableitungen 
ung (54) erfüllt ist. 

Es sei r(x,y) eine stetige Funktion von x und y. Wie Herr PETRINI be- 
wiesen hat,' erfüllt das Integral 


! Vgl. H. Perrint, Les dérivées premières et secondes du potentiel logarithmique, Journal 
de Mathématiques, 1909, [S. 127—223], S. 133. 
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w(x, y) = — | | T(E;m) G(x,95 5,9) d& dm 


die Beziehung 


[eee tem. Temp + trece] r( 


lim ga Ox dy dy 


x,y). 
n=o0 À y 


Der hinter dem Limeszeichen stehende Ausdruck linkerhand nähert sich seinem 
Grenzwerte für alle (a,y) in X in gleichem Grade. Aus der Gleichung (58) des 


ersten Kapitels ergibt sich daher die Beziehung 


rfdu(a+th,y) du(x,y) à Ou(x,y+h) du(x,y) P 
le Ox dy dy 





Ju(x, 4 
+ a(x, y) EE y) +b (x, y) 


du(x. y) ; ! - , 
Sm MAL (TU) IE: 2): 


Die Funktion À (x,, y,; x, y) - H (x,,y,; 2$, y) + - log [(z, — x)? + (y, — y)?], die 


einer zu (7) analogen Integralgleichung genügt, hat nun im vorliegenden Falle 
in jedem (2,, y,) nicht enthaltenden Teilgebiete von K stetige Ableitungen erster 
Ordnung und erfüllt daselbst die Beziehung M (u) — o. Der Ausdruck hinter dem 
Limeszeichen nähert sich seinem Grenzwerte in gleichem Grade. 

Man überzeugt sich nunmehr ohne Mühe, dass die GREEN’sche Formel (48) 
gültig bleibt, wenn man für M (w) den Ausdruck 47 (x) einsetzt. Da nun offenbar 
auch die grundlegenden Hilfsütze in $ 2 und 3 ihre Gültigkeit behalten, so haben 
wir an unseren Schlüssen nichts mehr zu ändern. Wir erhalten wieder die Formel 
(52). Das einzige, was wir uns zu merken haben, ist, dass H (v,, y,; v, y) nicht 
mehr die Gleichung (46), sondern die Gleichung M (u) =o erfüllt. 

Gehen wir jetzt von dem Gebiete AK vermittelst der Transformation 


(55) X=X(x,y), Y= F(x,y) 


zu dem ursprünglichen, mit Ecken ausgestatteten Gebiete 7 zurück. Die Diffe- 
rentialgleichung (2) geht über in die ursprüngliche Differentialgleichung 


| PU ŒU dU Re ai 
(56) ae Typ td ox * Bayt CU UE 
die Gleichung (46) in die zu (56) adjungierte Differentialgleichung 


AU ŒU 0 Ü 


(57) à X? aly a y^ ax 4 U) ay (B U) + CU—o 





über. Die Funktion 
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(58) H(X,, Y,; X, Y) -— H(z,, yi; €.) 
ist, wie man sofort sieht, die zu dem Gebiete 7' gehörige GREEN’sche Funktion 


der Differentialgleichung (57). Die Gleichung (52) geht über in 


(59) DIE je) = J U(X. nat Yo Fo) 
271 On 
S 
JF oma. Yi p. ouapao. 
J. 


Wir haben zur Vereinfachung in diesem Kapitel das Gebiet 7' einfach zu- 
sammenhüngend vorausgesetzt. Die Zahl der Ecken haben wir gleich eins ange- 
nommen. Die Formel (59) gilt unverändert bei mehrfach zusammenhängenden 
Gebieten mit einer endlichen Anzahl von Ecken. Der Beweis wäre analog zu 


führen. 
Berlin, d. 19. Dezember 1910. 


Nachtrag. 


In einer in Veróffentlichung begriffenen grósseren Arbeit! habe ich die erste 
Randwertaufgabe noch einmal nach einem von dem obigen abweichenden Ver- 
fahren behandelt. An jener Stelle wird das erste Randwertproblem unter anderem 
für alle Gebiete erledigt, deren Begrenzung aus einer endlichen Anzahl Stücke 
von Kurven mit stetiger Tangente besteht, die beliebige Ecken oder Spitzen 
miteinander einschliessen. Die Randwerte werden als abteilungsweise stetig vor- 


ausgesetzt. 
Berlin, d. 17 Oktober 1912. 


! Vol. Journal für die reine und angewandte Mathematik, 1913, Heft I, Randwertaufgaben 
der Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen 
Typus. I. Die erste Randwertaufgabe. Allgemeine ebene Gebiete. 
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prob. discont. Problèmes statistiques. Cas des prob. contin. Détermination des causes. 
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Dargoux, Gaston. Eloges académiques et discours. Vol. publ. par Je Comité 
du Jubilé scientif. de M. Gaston Darboux. — 524 pp. $8. Fr. 5: —. 


Préf. de M. Paul Appell. Éloge hist. de J. L. F. Bertrand. loge hist. de F. 
Perrier. Notice hist. sur Charles Hermite. Notice hist. sur Antoine d'Abbadie. Notice 
hist. sur le général Meusnier, membre de l'Ancienne Acad. des Sciences. Hloge des 
donateurs de l'Académie. L’Acad. des Sciences et l'Association internat. des Académies. 
L'Acad. des Sciences et la Carte du Ciel. L'Unité de la Science. Fulton et l'Acad. 
des Sciences. L'esprit de Géométrie et l'esprit de finesse. L'Ecole de Sèvres. Mar- 
celin Berthelot. Louis Pasteur. Sur le rôle des Sociétés Savantes. La réforme de la 
licence ès sciences. Jubilé de M. Gaston Darboux. Liste des souscripteurs. 


S. Hirzel. 


Leipzig 1911—-1912. 


MancoLpt, Hans von, Einführung in die höhere Mathematik, für Studierende 
und zum Selbststudium. Bd. 1. Anfangsgriinde der Infinitesimalrechnung 
und der analytischen Geometrie. — XIV + 477 pp. 8. M. 12:— geh.; M. 
13:— geb. Bd.2. Differentialrechnung. — XI + 566 pp. 8. M. 14:40 geh.; 
M. 15:40 geb. 


Bd. 1. Kombinatorik: Permutationen. Kombinationen. 





Summationsformeln. 
Anfangsgründe der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. Determinanten. Irrationale Zahlen. 
Wurzeln, Potenzen mit nicht ganzzahligen Exponenten, Logarithmen, Winkelmessung. — 
Grundbegriffe d. analyt. Geometrie: Koordinatensysteme. Erklärungen und Sätze, die 
für Ebene und Raum gemeinsam gelten. - Grundaufgaben d. analyt. Geometrie der Ebene. 


Grundaufgaben d. analyt. Geometrie des Raumes. — Veränderliche und Funktionen : 
Feststellung d. allgem. Begriffe. Algebraische Funkt.  Transzendente Funkt. Geo- 
metrische Darstellung d. Verlaufes einer Funktion. — Gerade und Ebene. Grenzwerte 


und Stetigkeit. 

Bd. 2. Differentialrechn. für Funktionen einer Veränderlichen: Begriff u. Bedeu- 
tung eines Differentialquotienten. Grundregeln d. Differentialrechn. Die Sätze von 
Taylor u. Maclaurin. Maxima u. Minima v. Funktionen einer Veränderlichen. Unbe- 
stimmte Formen. Unendlich kleine Zahlen u. Differentiale. Unendliche Reihen. Aus- 
dehnung d. Differentialrechn. auf Funktionen v. mehreren Veränderlichen. Anwendungen 
d. Differentialrechn. auf Geometrie: Die Begriffe Linie u. Fläche. Linien u. Flächen 
zweiten Grades. Tangenten u. Normalen. Krümmung ebener Linienstücke. Einhüllende 
ebener Linienscharen. — Einführung in die Lehre v. den imaginären Zahlen: Grundbe- 
griffe. Element. Grundoperationen u. Wurzelausziehung. Funktionen v. komplexen Ver- 
änderlichen. Der Fundamentalsatz d. Algebra. Differentialrechnung für kompl. Ver- 
änderliche. Winkeltreue Abbildung. 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 13 novembre 1912. 
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G. Janny. 
. Lille 1910. 
CLAIRIN, J., Cours de mathématiques générales. T. 1: Algèbre, géométrie ana- 
lytique, calcul différentiel. T. 2: Calcul intégral et applications géométriques. 
— 510 4-154 pp. 4. Fr. 20: —. 
T. 1. Algèbre: Combinaisons. Formule du binôme. Suites et limites: Définitions. 
Propriétés des suites infinies. Théorie des nombres irrationnels. Calcul des radicaux. 


Séries. — Géom. analyt.: Notions préliminaires. Géom. plane: 1) Généralités, 2) Chan- 
gement de coordonnées, 3) Théorie de la ligne droite, 4) Théorie du plan. — Algèbre: 


Théorie des fonctions. Etude de la fonction exponentielle e*. Fonction logarithmique. 
Théorie des dérivées. Formules de Taylor et de Mac-Laurin. Étude de la variation 
des fonctions. Asymptotes de la courbe y —/(z) Etude des formes indéterminées. 
Théorie des infiniment petits. Différentielles. Fonctions de plusieurs variables: 1) 
Définitions, 2) Fonct. implicites, 3) Fonct. homogènes, 4) Dérivées et différentielles 
d'ordre supérieur. Théorie des nombres imaginaires. Théorie des équations algébriques. 
Équations à coefficients réels. Décomposition des fractions rationnelles en éléments 
simples. Théorie des courbes planes. Courbes définies par une équation de la forme 
F(x,y)=0. Courbes définies paramétriquement. Construction des courbes planes. 


Lieux géométriques. Théorie des enveloppes. — Coordonnées polaires. Construction 
des courbes. Courbes du second degré. — Théorie des courbes gauches et des surfaces: 
Étude des courbes gauches. Étude des surfaces. (Génération des surfaces. Surfaces 
enveloppes. 


T. 2. Intégrales définies et indéfinies. Séries entières. Equations différentielles. 
Différentielles totales, intégrales curvilignes.  Intégrales doubles.  Intégrales triples. 
Courbure des courbes planes et gauches. 


Fourner, P. & L’Huizzrer, E., Notions de physique industrielle, à l'usage des 
écoles pratiques d'industrie et des écoles professionnelles. — VIII + 102 pp. 
SEBTS3275: 

Prem. année: Forces.  Pesanteur.  Hydrostatique. Pneumatique. Optique. — 
Deuxième année: Chaleur. 

LEPOIVRE, G., Porrson, A., Cours de géométrie théorique et pratique, à l'usage 
des éléves des écoles d'industrie, des écoles professionnelles et des écoles 
primaires supérieures. (Honoré d'une souscription par le ministre du com- 
merce.) 2:e éd., rev. et augm. — VI + 153 pp. 8. Fr. 4:50. 

Lignes proportionnelles. Transformation des figures. Relations métriques. No- 
tions de trigonométrie. Étude des polygones réguliers. Mesure des aires. Developpe- 
ment et surface des solides géométriques. Mesure des volumes. Notions sur le cubage 
des bois et le jaugeage des tonneaux. 


Lehmann & Stages Forlag. 
Kóbenhavn 1912. 


JUEL, C., Elementær Stereometri. 3:e omarb. Udgave. — 91 pp. 8. 
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Skærende og parallele Linier og Planer. Afstande og Vinkler. Projektion af 


Liniestykker og af Arealer. Opgaver. — Kongruens og Symmetri. Ligedannethed. 
Opg. — Cylinderflader og Kegleflader.  Kuglefladen. Opg. — Konvekse Hjorner. Det 
treretvinklede Hjvrne. Opg. — Sfærisk Geometri. Sfærisk Trigonometri.  Opg. Om 
Polyedre i Almindelighed. Prismer og Pyramider. Regulære Polyedre. Opg. — Over- 
flader. — Rumfang. — Keglesnitslinier. Opgaver. 


Macmillan & C:o. 


London 1912. 


IEDAT DA Ei. Ss, A School algebra. With answers. Parts 2 & 3. — X + 249 + XXI 
pp: "8::/2*sh. !6' d. 


Arithmetic, harmonic, and geometric progression. The theory of indices.  Surds 
and irrational quantities. Logarithms. Misc. examples. Ratio and proportion. Varia- 
tion. The theory of quadratic equations and functions. A chapter for revision. Misc. 
theorems and examples. The progressions and some allied series. Harder graphs. 
Mise. ex. — Permutations and combinations. Math. induction. The binomial theorem. 
Partial fractions. Mise. ex. The use of exponential and logarithmic series. Compound 
interest and annuities. Scales of notation. Easy inequalities. Misc. equations. Misc. 
ex. Answers. 


Stab. Tipogr. Succ. FF. Nistri. 


Pisa. 1911. 


Drwr, UrissE, Sugli sviluppi in serie per la rappresentazione analitica delle fun- 
zioni di una variabile reale date arbitrariamente in un certo intervallo. 
Lezioni date nella R. Università di Pisa (in vari anni scolastici. — 5 + 477 
+ TI pp. 8. L. 12:—. 


Sviluppi per serie di funzioni ZZ che soddisfano all'equazione del 2° ordine 





Herb + [I(@)v(2) + L,(&)] H= 0. 
Y 


— Convergenza in egual grado delle serie generali che serdono per le espressioni ana- 
litiche di una funzione di una variabile reale. Alcune considerazioni gen. sulle p (a, h) 
e sugli sviluppi cui esse danno luego. Sulla integrazione termine a termine delle serie 
alle quali conduce la considerazione delle q@(x,h). Nouve formule per la rappresenta- 
zione analitica delle funzioni date arbitrariamente. Applicazione dei risultati ottenuti 
nei capitoli precedenti. Formule notevoli alle quali conducono i risultati precedenti. 
Nuove funzioni q(f,z,h,) e nuovi sviluppi che si deducono dalle formuli del capitolo 
preced. Estensione di alcuni dei risultati dei capitoli preced. relativi alla integrazione 
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per serie nel caso in cui le funzioni f(x) e W(x) divergono insience infinite. Sulla deri- 
vazione delle serie che serdono a rappresentare analiticamente una funzione in un dato 
intervallo. Altre considerazioni sulla derivazione delle serie che serdono alla rappresen- 
tazione delle funzioni date arbitrariamente. Sul modo di tendere a zero termini delle 
serie alte alla rappresentazione delle funzioni date arbitrariamente. Prodotto delle serie 
alte alla rappresentazione analitica delle funzioni arbitrarie. L’integrale di Fourier ed 
altri analoghi. — Appendice. 


The Open Court Publ. Comp. 
Chicago 1911—1912. 


Bonoua, ROBERTO, Non-euclidean geometry. A critical and historical study of 
its development. Author. english translation with additional appendices by 
H. S. Carslaw. With an introduction by Federigo Enriques. — XII + 268 
pp. 8. $2:—. 


The attempts to prove Euclid’s parallel postulate: The Greek geometars and the 
parallel postulate. The Arabs and the parallel postulate. The parallel postulate during 
the renaissance and the 17th century. — The forerunners of non-euclidean geometry: 
Gerolamo Saccheri. J. H. Lambert. The French geometers towards the end of the 18th 
century. A. M. Legendre. Wolfgang Bolyai. F. L. Wachter. B. F. Thibaut. — The 
founders of non-euclidean geometry: K. F. Gauss. F. K. Schweikart. F. A. Taurinus. 
N. I. Lobatschewsky. Johann Bolyai. The absolute trigonometry. Hypotheses equiva- 
lent to Euclid's postulate. The spread of non-euclidean geom. — The later development 
of non-euclidean geom.: Introduct. Geometry upon a surface. Principles of plane geom. 
on the ideas of Riemann. Principles of Riemann's solid geom. The work of Helm- 
holtz and the investigations of Lie. Subord. of metrical geom. to project. geom. Repre- 
sentation of the geom. of Lobatschewsky-Bolyai on the euclidean plane. Represent. of 
Riemann’s elliptic geom. in euclid. space. Foundation of geom. upon descript. proper- 
ties. The impossibility of proving Euclid's postulate. — The fundamental principles of 
statics and Euclid's postulate. — Clifford’s parallels and surface. Sketch of Clifford- 
Klein’s problem. — The non-euclidean parallel construction and other allied construc- 
tions. — The independence of project. geom. from Euclid's postulate. — The impossib. of 
proving Euclid's postulate. An element. demonstration of this impossib. founded upon 
the properties of the syst. of circles orthogonal to a fixed circle. 


CaRus, PAUL, The foundations of mathematics. A contribution to the philosophy 
of geometry. — 141 pp. 8. 75 c. 


The search for the foundations of geometry, historical sketch: Axioms and the 
axiom of parallels. Metageometry. Precursos. (Gauss. Riemann. Lobatchevsky. Bo- 
lyai. Later geometricians. Grassmann. Euclid still unimpaired. — The philos. basis 
of mathematics: The philos. problem. Transcendentalism and empiricism. The a priori 
and the purely formal. Anyness and its universality.  Apriority of different degrees. 
Space as a spread af motion. Uniqueness of pure space. Mathem. space and physio- 
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log. space. Homogeneity of space due to abstraction. Even boundaries as standards 
of measurement. The straight line indispensable. The superreal. Discrete units and 
the continuum. — Mathematics and metageometry: Diff. geom. systems. Tridimensiona- 
lity. Three a concept af boundary. Space of four dimensions. The apparent arbi- 
trariness of the a priori. Definiteness of construction. One space, but various systems 
of space measurement. Fictitious spaces and the apriority of all space measurement. 
Infinitude. Geometry remains a priori. Sense-experience and space. The teaching of 
mathematics. Epilogue. 


Macu,. Ernst, History and root of the principle of the conservation of energy. 
Transl. from the german and annot. by Philip E. B. Jourdain. — 116 pp. 
8. $1:25. 


Translator’s preface. Author's preface to the sec. ed. The history a. the root 
of the principle of the conservation of energy: Introduction. On the hist. of the theo- 
rem of the conservation of work. Mechanical physics. The logical root of the theo- 
rem of extluded perpetual motion. — Author’s notes. Author's notes to the sec. ed. 
Translator’s notes. 


Stab. Tipogr. V. Porta. 


Piacenza 1911. 


SUINI, ALESSANDRO, La confutazione della geometria non-euclidea e la teoria 
naturale delle parallele. Studio di filosofia matematica — 27 pp. 8. L. 1: —. 


B. G. Teubner. 
Leipzig 1912. 


AUERBACH, FELIX, Physik in graphischen Darstellungen. 1373 Fig. auf 213 Ta- 
feln, mit erlàuterndem Text. — 213 4-98 pp. 4. M. 10:— geb. 


Allgem. Physik u. Mechanik. Wellenlehre u. Akustik. Kalorik. Elektrik u. 
Magnetik. Optik. 


Bericht über die Tätigkeit des Deutschen Ausschusses für den mathematischen 
und naturwissenschaftlichen Unterricht im Jahre 1911. Erstattet von dem 
geschäftsführenden Sekretär D:r W. Lintzmann. (Schriften d. Deutschen 
Ausschusses für den math. und naturwiss. Unterricht, Heft 13.) 33 pp. 8. 





Berichte und Mitteilungen, veranlasst durch die internationale mathematische 
Unterrichtskommission. VII. — 39 pp. 8. M. 1:60. 


W. Lietzmann: Der Kongress in Mailand vom 18. bis 20. September 1911. R. 
Schimmack: Über die Verschmelzung verschiedener Zweige des mathematischen Unterrichts. 
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Hauck, Gurpo, Vorlesungen über darstellende Geometrie. Unter besonderer Be- 
rücksichtigung der Bedürfnisse der Technik, hrsg. von Alfred Hauck. In 
zwei Bänden. Bd. 1. — XII 4 339 pp. 8. M. 10:— geh.; M. 12:— geb. 


Die Grund- und Aufrissmethode u. ihre Anwend. auf ebenflächige Gebilde: Dar- 
stellung von Punkten, Geraden u. Ebenen durch Projektion. Darstellung v. Geraden u. 
Ebenen durch Spuren. Stereometrische Konstruktionen. Transformationen. Diskussion 


v. Polyedern. Ebene Schnitte u. Durchdringungen v. Polyedern. — Die axonometrische 
Methode: Orthogonale Projektion. Schiefe Projektion. — Geometrische Verwandtschaften. 
— Kurven: Ebene Kurven. Kurven zweiter Ordnung. Raumkurven. Die Schrauben- 
linie. — Entwickelbare Flächen: Krumme Flächen im allgemeinen. Entwickelb. Flächen. 
— Rückungsflächen: Nichtentwickelbare Flächen im allgem. Rotationsflächen. Die 
Flächen zweiter Ordnung als Rückungsflächen. Topographische Flächen. — Windschiefe 


Regelflächen: Windschiefe Regelflächen im allgem. Die windschiefen Regelflächen zwei- 
ter Ordnung. Windschiefe Regelflächen höh. Ordnung. Windschiefe Schraubenflächen. 


o 


HEIBERG, J. L., Naturwissenschaften und Mathematik im klassischen Altertum. 
(Aus Natur und Geisteswelt, Bd. 370) — 102 pp. 8. M. 1:25. 


Die ionische Naturphilosophie. Die Pythagoreer. Die Entwicklung der Heilkunde 
im V. Jahrhundert. Hippokrates. Die Entwickl. d. Mathematik im V. Jahrhundert. 
Platon. Die Akademie. Aristoteles. Der Peripatos. Die alexandrinische Periode. 
Die Epigonenzeit. Die Römer. Die griechische Fachliteratur der Kaiserzeit. Byzanz. 


HiLBerT, Davrp, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen. (Fortschritte der Mathematischen Wissenschaften in Mono- 
graphien. Hrsg. von O. Blumenthal. 3. — XXVI + 282 pp. 8. 


Sachlich geordnete Inhaltsangabe. Allgemeine Theorie der lin. Integralgleichungen: 
Lösung des algebraischen Problems. Lösung des transzendenten Problems. Das trans- 
zend. Problem, welehes der orthogonalen Transformation der quadrat. Form in eine 
Quadratsumme entspricht. Entwicklung einer willkürl. Funktion nach Eigenfunktionen. 
Das Variationsproblem, das der algebraischen Frage nach den Minima und Maxima 
einer quadrat. Form entspricht. Ergänzung u. Erweiter. der Theorie. — Anwendung 
der Theorie auf lin. Differentialgleichungen: Gewóhnl. Differentialgleichungen zweiter 
Ordn. Sich selbst adjungierte part. Differentialgleichungen zweiter Ordn. von elliptischem 
Typus. Existenz der Greenschen Funktion. Auftreten eines Parameters in der Rand- 


bedingung bei part. Differentialgleichungen. — Anwendung der Theorie auf Probleme 
der Funktionentheorie: Riemanns Problem in der Theorie der Funktionen einer kompl. 
Veränderlichen. — Theorie der Funktionen von unendl. vielen Variabeln: Theorie der 


orthogon. Transformation einer quadrat. Form mit unendl vielen Variabeln. Simul- 
tanes System quadrat. Formen, die Hermitesche Form, die schiefsymmetr. Form u. 
die Bilinearform mit unendl. vielen Variabeln. — Neue Begründung u. Erweiter. der 
Theorie der Integralgleichungen: Die Integralgl. mit unsymmetrischem Kern. Die Theorie 
der orthog. Integralgleichung. Die Theorie der polaren Integralgl. Anwend. der Theorie 
der polaren Integralgleichungen auf Differentialgleichungen u. auf Systeme von simult. 
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Differentialgleichungen. — Anwend. der Theorie auf verschiedene Probleme der Analysis, 
Geometrie u. Gastheorie: Die Randwertaufgabe für ein System simultaner part. Diffe- 
rentialeleichungen erster Ordn. von ellipt. Typus. Eine neue Methode der Zurückführung 
von Differentialgl. auf Integralgleichungen. Degriff der Parametrix. Minkowskis Theorie 
von Volumen u. Oberfläche. Anwend. auf ein Problem der Theorie der automorphen 
Funktionen. Eine zweiparametr. Randwertaufgabe (Kleins Oszillationstheorem). Be- 
gründ. der kinetischen Gastheorie. 

HOFFMANN, BERNHARD, Mathematische Himmelskunde und niedere Geodüsie an 
den hóheren Schulen. (Abhandl. üb. den math. Unterricht in Deutschland, 
veranl. durch die internat. math. Unterrichtskommission, hrsg. von F. Klein, 
Band 3: 4.) — IV +68 pp. 8. M. 2: — geh. 


Der Unterrichtsbetrieb der Trigonometrie. Vorbegriffe der Himmelskunde. Die 
Hilfsmittel des Unterrichts. Der Unterricht in der Himmelskunde. Niedere Geodäsie. 
Verzeichnis der erwähnt. Bücher, Abhandl. und Tafeln. 


Krüger, L. Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene. (Veróffent- 
lichung d. Kgl. Preussischen Geodätischen Institutes, Neue Folge N:o 52.) 
z IX P172 pp. 4.9 M:'9:— geh. 


Grundformeln für die konforme Abbildung d. Erdellipsoids in der Ebene. — Kon- 
forme Übertragung d. Kugelfläche in die Ebene. — Konf. Übertrag. d. Erdellipsoids in 
die Ebene: Entwicklung von f(x). Ableit. der geograph. Koordinaten, sow. der Kon- 
vergenz des Meridians u. des Vergrösserungsverhältnisses aus den eb. rechtwinkl. Koor- 
dinaten. Andere Formeln f. die geograph. Koordinaten, die Meridiankonvergenz u. das 
Vergrósserungsverhültniss. Ableit. der eb. rechtwinkl. Koordinaten, der Konvergenz d. 
Meridans u. d. Vergrósserungsverhültnisses aus d. geograph. Koordinaten. Zusammen- 
stellung. der Formeln. Zahlenbeispiele. . Formeln f. kurze Entfern. vom Hauptmeridian. 
Zahlenbeisp. — Ableit. d. geograph. Koordinaten. aus d. eb. rechtwinkl. Koordinaten. 
Ableit. der eb. rechtwinkl. Koordinaten aus den geograph. Koordinaten. Berechn. der Kon- 
verg. des Meridians. Ableit. d. Vergrösserungsverhältnisses. Umform. der Ausdrücke f. die 
Breitendifferenz B — B' u. f. die Koordinatendiff, z — X. Zusammenstell. d. Formeln. 
Zahlenbeisp. Formeln f. kleinere Entfernungen. Formeln f. Entfernungen bis zu 100 km. 
vom Hauptmeridian. Andere Reihenentwickl. f. die Übertragungsformeln.  Ableit. einiger 
Werte für mj. — Der Unterschied d. geodät. Linie auf d. Erdellipsoid u. der die Projektionen 
ihrer Endpunkte in d. Ebene verbindenden Geraden: Allgem. Formeln. Entfernungs- u. 
Richtungsreduktion bei der Mercator-Projektion d. Kugel. Entfernungsredukt. beim Erd- 


ellipsoid. Herleit. v. log s — log r. Richtungsreduktionen beim Erdellipsoid. Zah- 

lenbeisp. u. Genauigkeitsuntersuch. Numer. Prüfung d. Genauigkeit d. Korrektions- 
o o o 

formeln f. d. Richtungen u. f. d. Entfernung. — Beziehungen zw. d. geodät. Linie u. 


d. eb. rechtwinkl. Koordinaten ihrer Endpunkte: Die Gauss'sche u. d. geodät. Kon- 
vergenz des Meridians. Ableit. d. lin. Länge der geodàt. Linie u. ihrer Richtungs- 
winkel aus den eb. rechtwinkl. Koordinaten. Formeln m. einem mittleren Richtungs- 
winkel. Zahlenbeisp. Ableit d. Differenzen der eb. Koord. aus d. lin. Lànge u. der 
Richtung d. geodät. Linie. Zahlenbeisp. — Die Bildkurve d. geodät. Linie: Der 
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Lauf d. Bildkurve. Die Gleichung d. Dildkurve. Ableit. d. Formeln f. die Richtungs- 
reduktionen. Die Schnittpunkte d. Bildkurve m. der Verbindungslinie ihrer Endpunkte. 
Forts.; die Bildkurve wird v. der Abszissenachse geschnitten. Zusammenstellung. — Trans- 
formation d. Koordinaten: Aufstell. d. Grundgleichung. Erste Entwickl. d. Transformations- 
gleichungen. Zweite Entwickl. d. Transformationsgleichung. Schärfere Form d. Koeffi- 
zienten in d. Transformationsgl. Verschied. Formen d. Transformationsgl.  Verschied. 
Berechnungen einer Koordinatentransformation. Zahlenbeisp. 


Lewent, Leo, Konforme Abbildung, hrsg. von E. Jahnke. Mit einem Beitrag 
von W. Blaschke. (Math.-physikalische Schriften f. Ingenieure u. Studie- 
rende. Hrsg. von E. Jahnke. 14.) — VI + 118 pp. 8. M. 2: 80 geh.; 3: 20 geb. 


Die kompl. Zahlenebene. Die Abbild. zweier Bereiche aufeinander. — Die Cauchy- 
Riemannschen part. Differentialgleichungen u. die konf. Abbild.: Die Bedingungen d. 
Konformität. Erläuterungen u. Ergänzungen. — Spez. Abbildungsaufgaben: Einiges üb. 


die Form u. die Eigenschaften d. abbildenden Funktionen. Die lin. Transformation. 
Der Übergang zur Kugel durch stereograph. Projektion. Anwend. der Transformation 
mittels reziproker Radien. Das Verhalten analyt. Funktionen in d. Umgebung der 
unendl. fernen Stelle. Abbild. durch einfache ration., algebr. u. transzendente Funktionen. 


Spez. Fälle. Eine and. Methode, erläutert an der Abbild. & — 2°. Abbild. v. Gebieten, 
deren Begrenz. v. Ellipsen od. Hyperbeln gebildet wird. Abbild. durch einige einfach 
period. Funktionen. — Sätze u. Methoden f. die Behandl. v. Abbildungsaufg. allgemeiner 


Art: Riemanns allgem. Abbildungssatz. Verhalten d. abbildenden Funktion in regul. u. 
in singul. Punkten. Das Poissonsche Integral. Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip. — 
Konf. Abbildung einer Kreisfläche auf das Innere eines konv. Polygons (von W. Blaschke): 
Abbild. auf d. Dreiecksfläche. Element. Beweis f. die Abbild. der Dreiecksfläche. Abbild. 
auf Vielecke. Konf. Abbild. der Fläche des Rechtecks. Polygone, die man durch eindeut. 
analyt. Funktionen konform auf die Kreisfläche abbilden kann. Ausblick auf weiterge- 
hende Untersuchungen. 


LIETzMANN, W., Bericht über die Tätigkeit des deutschen Ausschusses für den 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht im Jahre 1911. 
(Schriften des deutschen Ausschusses für d. math. und naturwiss. Unter- 
richt, H. 13.) — 33 pp. 8. M. 1:20 geh. 


MARKOFF, A. A., Wahrscheinlichkeitsrechnung. Nach d. 2:ten Aufl. des russischen 
Werkes übers. v. Heinrich Liebmann. — VII + 318 pp. 8. M. 12:— geh.; 
M. 13: — geb. 


Grundlegende Begriffe u. Sätze. Von der Wiederholung der Proben. Über die 
Summe unabhingiger Gróssen. Beispiele für d. verschied. Methoden der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Grenzfälle, irrationale Zahlen u. stetige Grössen in d. Wahrschein- 
lichkeitsrechn. Die Wahrscheinlichkeit v. Hypothesen u. zukünftigen Ereignissen. Me- 
thode der kleinsten Quadrate. Von der Lebensversicherung. Anhang 1—3. 


MEISSNER, Orro, Wahrscheinlichkeitsrechnung. (Mathematische Bibliothek, hrsg. 
von W. Lietzmann und A. Witting, 4.) — IV +64 pp. 8. M. 0:80. 
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Einleitung. Grundlehren der Wahrscheinlichkeitsreehnung: Ausgleichungsr( chnung, 
Kollektivmasslehre, Statistik. Antworten zu den Fragen im Texte. 


TIMERDING, H. E., Die Erziehung der Anschauung. Mit 164 Textfig. VII 4- 241 
pp. 8. M. 4:80 geh.; 5:60 geb. 


Die geschichtliche Entwicklung der Anschauungslehre. Die Forderungen der Ge- 
genwart. Die geom. Formen. Das Wesen der geom. Betrachtung. Die Raumbilder. 
Die Zahlbilder. Die, Stufen der Anschauung. Mathematischer Anhang: Uber Korb- 
bögen. Die Krümmung der Kurven. Die Konstruktion der Ellipse. Über Epizykloiden. 
Über Wellenlinien. Die Ausmessung des Kreises. Die Grundgesetze der Perspektive. Anm. 


Weser, Heinriom, Festschrift, zu seinem siebzigsten Geburtstag am 5. März 
1912 gewidmet von Freunden und Schülern. Mit dem Bildniss v. El: We- 
Wer Syn 500 pp: "8: "M: 24: — geh. 


BAUSCHINGER, J.: Über die Laplacesche Methode d. Bahnbestimmung im Vergleich 
zur Gaussschen. BLUMENTHAL, O.: Bemerk. üb. die Singularitäten analyt. Funktionen 
mehrer Veränderl. Deprxinp, R.: Üb. den Zellerschen Beweis d. quadr. Reziprozitats- 
_satzes. Eicwenwaup, A.: Ub. das Feld der Lichtwellen bei Refl. u. Brechung. — ErsTEIN, 
P.: Die Verallgemeinerungen der Kroneckerschen Grenzformel. Gans, R.: Ist die Gra- 
vitation elektromagnetischen Ursprungs? Ham, H.: Allgem. Beweis des Osgoodschen 
Satzes d. Variationsrechn. für einfache Integrale. HENNEBERG, L.: Üb. das Gleichgewicht 
an Seilnetzen u. üb. spezielle räuml. reziproke Gebilde d. graphischen Statik. —HirbERT, 
D.: Üb. den Begriff der Klasse v. Differentialgleichungen. — HUNTINGTON, Hy Ver A new 
approach to the theory of relativity. Kxeser, A.: Bemerk. üb. die Anzahl der Extreme 
der Krümmung auf geschlossenen Kurven u. üb. verw. Fragen in einer nicht-eukl. Geo- 
metrie. Krazer, A.: Zur Theorie d. mehrfachen Gaussschen Summen. Loewy, A.: Ub. 
homomorphe Gruppen u. die Einwirk. yon Adjunktionen auf d. Rationalitätsgruppe line- 
arer homog. Differentialgleichungen. MawpELsTAM, L.: Ub. eine Anwendung der Inte- 
gralgleichungen in d. Theorie der opt. Abbildungen. MAURER, L.: Üb. Transformations- 
relationen. Mises, R. v.: Beitrag zum Oszillationsproblem. — REvg, Tır.: Üb. die Strahlen- 
kongruenz von Hirst. SCHUR, F.: Ub. die Erzeugung der Flächen 2. Grades durch 
korrelative Bündel. Simox, M.: Cusanus als Mathematiker. SOMMERFELD, À.: Üb die 
Fortpflantzung d. Lichtes in dispergierenden Medien.  SPEISER, A.: Üb. die Komposition 
d. binären quadr. Formen. Sräcker, P.: Peroid. Funktionen u. Systeme v. unendlich 
vielen lin. Gleichungen. Srupy, E.: Gruppen zweiseitiger Kollineationen. TIMERDING, 
H. E.: Üb. die molekulartheoretische Begründung d. Elektrizitätstheorie. Voir, W.: 
Das elektrostatische Feld in einer stationären Lichtstrahlung. Vorkmann, P.: Hist.- 
kritische Studien zum Kausalitütsbegriff. WEBER, R. H.: Üb. den Eindeutigkeitsbeweis 
in der Theorie d. Wärmeleitung. WELLSTEIN, J.: Algebr. Uniformisierung algebr. Funk- 
tionen. Wirtz, C.: Zur Figur des Mondes. 


WIELEITNER, H., Die sieben Rechnungsarten mit allgemeinen Zahlen. (Mathe- 
matische Bibliothek, hrsg. von W. Lietzmann und A. Witting. 7.) — 70 pp. 
8. M. 0:80 kart. x 


Acta mathematica. 36. Imprimé le 13 novembre 1912. 3 
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Addition von natürl. Zahlen. Der Begriff der Differenz. Addition und Sub- 
trakt. von Differenzen, negat. Zahlen und der Null. Multiplikat. mit posit. und 
negat. Zahlen und der Null Die Division absoluter ganzer Zahlen.  Gleichheit von 
Brüchen und Verhältnissen. Division v. relat. Zahlen. Das Rechnen mit Brüchen. 
Potenzen m. ganzzahligen Exponenten. Das Rechnen m. Wurzelgróssen. Die Logarith- 
mengesetze. Das Rechnen m. kompl. Zahlen. Weiterführ. Literatur. 


Friedr. Vieweg & Sohn. 


Braunschweig 1912. 


FonsvrH, A. R., Lehrbuch der Differential-Gleichungen. Mit den Auflösungen 
der Aufgaben von Hermann Maser. 2:e autor. Aufl. Nach der dritten des 
englischen Originals besorgt und mit einem Anhang von Zusützen versehen 
von Walther Jocobsthal. — XXII + 920 pp. 8. M. 20: — geh.; M. 21:50 geb. 


Gewöhnliche Differentialgleichungen: Einleitung. Differentialgleichungen erster Ord- 
nung. Die allgemeine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Ver- 
schiedenartige Integrationsmethoden. Integration durch Reihen. Hypergeometrische Reihen. 
Lösung durch bestimmte Integrale. Gewöhnl. Differentialgleichungen mit mehr als zwei 
Veränderl. Totale Differentialgleichungen. Simultane Differentialgleichungen. — Partielle 
Differentialgleichungen: Part. Differentialgleichungen erster Ordnung. Part. Differential- 
gleichungen zweiter u. hóherer Ordnung. — Sammlung von Beispielen aus allen Gebieten: 
Zusätze (von W. Jacobsthal). Auflósungen zu den Beispielen und Aufgaben (von H. Maser). 


SCHLÖMILCH, O., Fünfstellige logarithmische und trigonometrische Tafeln. 6:te 
Aufl. Mit einem Anhang chemischer und physikaliseher Konstanten, revi- 
diert von D:r Karl Scheel. — VI + 182 pp. 8. M. 2: — geh.; 2:40 geb. 


Die Briggschen Logarithmen der natürl. Zahlen von 1 bis 10909. Tafel zur 
Verwandl. der Briggschen Logarithm. in natürliche. Briggsche und natürl. Logarithm. 
oft vorkommender Zahlen. Dimensionen des Erdsphäroids in geogr. Meilen, von denen 
15 auf einen Grad d. Aquators gehen, usw. Sinuslog. für die ersten 10 Sek. Lange 
der Kreisbögen für die einz. Grade, Minuten und Sek. für den Halbmesser Eins. Die 
natürl. goniometr. Funktionen der Winkel von 10 zu 10 Min. Reduktion der Tangen- 
ten auf Tangenten der halben Winkel. Die Logarithmen der goniometr. Funkt. der 
Winkel von Min. zu Min. Reziproke Werte, Quadratwurzeln, Kubikwurzeln und natürl. 
Logarithm. der Zahlen von 1 bis 100.  Ellipsenquadranten. Sterblichkeitstafel. Physik. 
und chem. Konstanten. 


John Wiley & Sons. 
New York 1911. 


Hupson, CLARENCE W., Deflections and statically indeterminate stresses. — 
XIII + 258 pp. 4. $ 3:50 (15/-). 
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Elementary indeterminate forms.  Deflectióons and reactions of straicht struc- 
tures with solid webs. Deflections and stresses for curved structures with solid 
webs. Arches with solid webbed ribs. Deflections of structures with either solid or 
open webs. ‘Deflect. and stresses in structures with open webs. Movable bridges. The 
arch with an open framework web.  Distortions of structures as affecting their erection. 
Adjusting devices and the necessary adjustments required to make the final connections 
for important structures. Miscellaneous structures and problems. 


Lanza, GAETANO, Dynamics of machinery. — V + 246 pp:4 8. 7$ 2:50. (10/6), 
cloth. 


Dynamometers. — Moments and products af inertia. — Action of the recipro- 
cating parts of a steam or of a gas eugine. Rotative effect. Throw in a direction 
at right angles to the line of dead points. Flywheels. Rotative effect in gas engines. 
Side rods. Crank shafts and other mowing parts. — Governors. — Bodies having a 
high rotative speed. Appendix to chapter II, DV V. 


C. J. E. Volckmann Nachf. 


Berlin 1919. 


WEGNER von Dazzwirz, Würmetheorie und ihre Beziehungen zur Technik und 
Physik. (Wärmelehre in Theorie und Anwendung. Bd. I.) — XVIII + 331 
pp. 8. M. 10: — geh.; M. 11:25 geb. 


Einleitung. Was ist Wärme? Masse, Arbeit, potentielle und kinetische Energie, 
Bewegungsmoment und Leistung. Wärmelehre: Das Messen der Temperatur. Die Zu- 
standsgleichung. Molekulargewichte. Warmemenge. Wärmeübergang. Der erste Haupt- 
satz. Die mechanische Bedeutung des Entropiebegriffs. Der zweite Hauptsatz der Wär- 
memechanik. Erdenergien isobarer und irdischer Herkunft. Wärmegewinnung durch 
chemische Prozesse. Warmeinhaltsdiagramm. Muster einer Entropietafel. 


Librairie Vuibert. 
Paris 1911. 


REBIÈRE, A., Mathématiques et mathématiciens. Pensées et curiosités recueillies. 
4:e éd. — 566 pp. 8. 


Morceaux choisis et pensées. Variétés et anecdotes: Moeurs, opinions, distractions 
des savants. Professeurs et étudiants. Enfants et ignorants. Philosophie. Méthodes. 
Histoire. Langue et littérature. Résultats. Fantaisies- — Paradoxes et singularités : 
Philosophie. Histoire. Méthodes. Objections. Desiderata. Langue, littérature et 
beaux-arts. Curiosités et étrangetés. Fantaisies. Problèmes curieux et humoristiques. 
Note bibliographique. 
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STERZINGER, OTHMAR, Zur Logik und Naturphilosophie der Wahrscheinlichkeits- 


lehre. Ein umfassender Lósungsversuch. — VIII + 243 pp. 8. M. 4:50. \ 


Klarlegung des Problems. Stumpf, v. Kries, Goldschmidt. Kritik der Laplaceschen 
Prinzipien. Allgemeine Bemerkungen über Wahrscheinlichkeit, Trugschlüsse. Zur Natur- 
philosophie der Zufallsspiele und verwandter Geschehnisse. 


Nicola Zanichelli. 


Bologna 1909—1911. 


CAJORT, FLORIANO, Storia della fisica elementare con l'evoluzione dei laboratori fisici. 
Trad. in italiano dal Dott. Dionisio Gambioli. Con tre appendici sull’acca- 
demia del Cimento, sui fisici matematici e sui fisici italiani dei tempi recenti. 
tiveduta dal Prof. Angelo Battelli. — 480 pp. 8. Lire 12:—. 


I Greci: La meccanica. La luce. L’elettricita e magnetismo. La meteorologia. 
Il suono. La teoria atomica. Cause dell’insucesso di errore delle ricerche fisiche de’ 


Greci. — I Romani. Gli Arabi. L'Europa durante il medio-evo: La polvere da cannone 
e la bussola. L’idrostatica. La luce. — Il Rinascimento: Il sistema copernicano. La 
meccanica. La luce.  L'elettricità ed il magnetismo. La meteorologia. Il metodo in- 
duttivo nella ricerca scientifica. -— Il XVII secolo: La meccanica. La luce. Il calorico. 
L'elettricità ed il magnetismo. Il suono. — Il XVIII secolo. Il XIX secolo. L’evolu- 


zione dei laboratori di fisica. Appendici 1, 2, 3. 


Rouse Barr, W. W., Ricreazioni e problemi matematici dei tempi antichi e mo- 
derni. Versione dallinglese del Dott. Dionisio Cambioli. — 390 pp. 8. 
Lire 10— 


ticreazioni matematiche: Aleune questioni aritmetiche. Alc. quest. geometriche. 
Ale. quest. meccaniche. Questioni diverse. 1 quadrati magici. Problemi dei tracciati 
continui. — Miscellanea di saggi e problemi: L’esame di laurea in matematica. I tre 
celebri problemi geometriei dell'antichità. I numeri di Mersenne. Astrologia.  Critto- 
grafi e cifrari. Tperspazio. Tempo e sua misura. La materia e le teorie sull'etere. 
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